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L’objectif principal de cette thèse est la simulation numérique et le contrôle optimal de ce type de
système, en utilisant dans un premier temps diverses méthodes déterministes basées sur le gradient, puis
l’apprentissage profond avec des réseaux de neurones pour réduire efficacement la taille du problème.
La première partie de ce manuscrit s’intéresse à un modèle hydrodynamique de trafic routier qui est

une extension par Coclite et al. du modèle de Lighthill-Whitham-Richards à un graphe représentant
un réseau routier. La gestion des intersections d’un tel réseau constitue un défi autant du point de
vue de la modélisation que du contrôle, à cause notamment du couplage fortement non linéaire qui
relie des solutions très peu régulières (L1). Par ailleurs, pour des raisons de persistance des données
ainsi que de reproductibilité des résultats, le code associé aux simulations numérique est libre. Sa
documentation fait l’objet du chapitre 3.
Dans un deuxième temps, nous nous intéressons à un moyen d’accélérer les calculs, largement utilisé

dans la recherche et l’industrie, les bases réduites. Il s’agit d’une question cruciale, car les algorithmes
d’optimisation et de contrôle peuvent avoir besoin d’usage intensif de simulations non linéaires, et il
est impératif de rendre ces appels rapides tout en conservant une bonne fiabilité des résultats. Nous
verrons que l’approche classique de réduction de modèle se heurte à la forte non-linéarité du système
considéré, et proposerons une approche de réduction robuste utilisant un réseau de neurones pour
évaluer le terme fortement non linéaire.

Chapitre 1 : Revue de littérature et modélisation du problème
de trafic sur graphe

Ce chapitre présente les différentes grandes catégories existantes de modèles de trafic routier avant
d’introduire la modélisation macroscopique dont il est question dans cette thèse, avec notamment le
couplage non linéaire aux intersections, et donne une vision générale des outils qui seront déployés par
la suite pour formuler et analyser le problème de contrôle ainsi que son approximation numérique.
Le modèle LWR décrit l’évolution en espace et en temps d’une densité de véhicules ρ sur une route

[a, b] ⊂ R soumise à un flux concave f(ρ), avec une équation de conservation de la forme :

∂tρ(t, x) + ∂xf(ρ(t, x)) = 0, (t, x) ∈ (0, T )× [a, b]. (1)

à laquelle on adjoint des conditions aux limites appropriées faisant intervenir des hypothèses de
modélisation quant à la répartition des flux des véhicules aux jonctions à chaque instant.
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Chapitre 2 : Scénario optimal d’une évacuation de routes dans
un environement urbain

Comment désengorger une route du trafic routier le plus efficacement possible et en un temps donné,
afin de permettre par exemple le passage de véhicules d’urgence ?
Nous nous intéressons à cette question que nous reformulons comme un problème de contrôle optimal.

Nous considérons un modèle macroscopique de trafic routier sur réseau, semi-discrétisé en espace et
décidons de nous donner la possibilité de contrôler le flux à certaines jonctions. Notre objectif est
de lisser et diminuer le trafic le long d’un chemin donné dans un temps donné. Une contrainte de
parcimonie est imposée sur les contrôles, afin de s’assurer que les stratégies optimales sont réalisables
en pratique.
Nous effectuons une analyse du problème de contrôle optimal, prouvant l’existence d’un contrôle

optimal et dérivant des conditions d’optimalité, que nous réécrivons sous la forme d’une unique équation
fonctionnelle. Nous utilisons ensuite cette formulation pour dériver un algorithme mixte que nous
interprétons comme un mélange de deux méthodes : une méthode de descente combinée avec une
méthode de point fixe. Nous vérifions finalement par des expériences numériques l’efficacité de cette
méthode sur des exemples de graphes, d’abord simples, puis plus complexes, avant de mettre en
évidence l’efficacité de notre approche en la comparant aux méthodes standard.

Chapitre 3 : Un code Julia pour le contrôle optimal d’un réseau
routier

Dans un souci de reproductibilité des résultats et pour rendre les travaux du précédent chapitre
réutilisables, nous mettons le code source à disposition et présentons son utilisation. Ce programme
est codé en Julia et peut être trouvé en accès libre en suivant ce lien :

https://github.com/mickaelbestard/TRoN.jl

Le chapitre commence par la présentation de la structure générale du code ainsi que l’interface perme-
ttant d’interagir avec, que ce soit pour reproduire les résultats ou le réutiliser pour d’autres problèmes
faisant intervenir une structure similaire. La fin du chapitre entre un peu plus dans les détails propres
au langage de programmation utilisé pour présenter des perspectives d’amélioration du code du point
de vue de son empreinte mémoire et de sa rapidité, deux sujets particulièrement reliés en Julia.

Chapitre 4 : Outils pour les modèles réduits et le machine
learning

La décomposition en modes propres permet de capturer la structure sous-jacente à un jeu de données
et de filtrer les informations redondantes. Cette technique de compression est efficace pour reformuler
un système d’équations de grande dimension N >> 1 tel que :

dρ(t)

dt
= F (ρ(t)), ρ(t) ∈ RN , (2)

en un système tronqué de taille réduite m << N :

dρ̂(t)

dt
= F̂ (ρ̂(t)), ρ̂(t) ∈ Rm, (3)

où ρ̂ est obtenu par projection (compression) de ρ sur une base judicieusement choisie pour garantir
la fiabilité des données réduites.
Cette méthode dite d’interpolation empirique (EIM), qui existe aussi dans sa version dynamique

(DEIM) pour les cas faiblement non linéaires, souffre néanmoins grandement de la forte non-linéarité
du second membre du système.
Nous choisissons d’y remédier à l’aide de réseaux de neurones. Après en avoir exposé brièvement les

principaux aspects, nous présentons une version de la descente de gradient qui permet de calculer de
façon efficace l’erreur de prédiction du réseau par rapport à un grand jeu de données.
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Chapitre 5 : Approches comparées d’hyper-réduction par ap-
prentissage profond

Nous utilisons les bases réduites pour approcher une famille d’équations différentielles ordinaires non
linéaires, indexée par un paramètre du modèle que l’on notera µ :

dρµ(t)

dt
= F (ρµ(t)), ρµ(t) ∈ RN . (4)

Dans le chapitre 5, nous traiterons spécifiquement du cas où le modèle est donné par le modèle LWR
sur une route à une entrée et une sortie, avec pour paramètre la densité maximale de voiture autorisée
sur la route sortante. Le comportement de la solution numérique dépend des différentes valeurs du
paramètre, et l’on remarque que les basses valeurs du paramètre favorisent l’apparition de chocs tandis
que les hautes valeurs génèrent des ondes de raréfactions.
En supposant que l’on puisse déduire ρµ d’une représentation réduite ρ̂µ ∈ Rm de sorte que ρµ ≈ Φρ̂µ,

la non-linéarité annulerait l’intérêt de l’utilisation d’un modèle réduit. Nous serions en effet ammenés
à résoudre :

ΦT dρµ(t)

dt
=

dρ̂µ(t)

dt
= ΦTF (Φρ̂µ(t)), ρµ(t) ∈ RN , ρ̂µ(t) ∈ Rm, (5)

impliquant une évaluation du flux F en grande dimension.
Nous formons un réseau de neurones, paramétré par θ, dont le but sera d’apprendre à évaluer le flux

fortement non linéaire en n’utilisant que la base réduite, c’est-à-dire de sorte que le calcul ne fasse pas
intervenir la grande dimension du problème initial.

Chapitre 6 : Schémas numériques pour les modèles de théorie
des mélanges avec contrainte de remplissage : application aux
écosystèmes de biofilms

Le dernier chapitre traite de l’évolution de micro-algues dans un milieu aqueux, modélisée par un
mélange de trois phases. La complexité du modèle provient de la non-linéarité des termes d’advection,
des couplages, ainsi que des phénomènes physiques (gravitation, pression) et biologiques (photo-
synthèse) pris en compte. La stratégie numérique que nous avons utilisée repose sur l’utilisation
de grilles décalées pour améliorer l’évaluation des vitesses aux interfaces des mailles, ainsi que d’un
prédicteur-correcteur utilisant le gradient de la pression pour corriger l’erreur commise sur le calcul
des vitesses.
Il s’agit d’une prépublication issue d’un projet réalisé lors du Centre d’Eté Mathématique de

Recherche Avancée en Calcul Scientifique (CEMRACS) en 2022 avec Léo Meyer et Florent Noisette,
sous la direction de Bastien Polizzi, Sébastian Minjeaud, Olivier Bernard et Thierry Goudon. Ce pro-
jet s’insère naturellement dans le contexte général de ce manuscrit, car il vise à trouver des solutions
numériques pour résoudre le problème de la forte non-linéarité dans un modèle fluide.

Contributions et communications
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ecosystems. Ce papier est soumis, et sera publié dans le journal ESAIM: Proceedings and
Surveys.

• Orateur invité :
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