Universite -

msii

de Strasbourg ECOLE DOCTORALE

UNIVERSITE DE STRASBOURG

ECOLE DOCTORALE MATHEMATIQUES SCIENCES DE
L’INFORMATION ET DE LINGENIEUR

RESUME DE LA THESE DE DOCTORAT

Discipline : Mathématiques

Spécialité (facultative) :

Présentée par : Léo BOIS
(Nom Prénom du candidat)

Titre : Méthodes numériques basées sur l'apprentissage pour
les EDP hyperboliques et cinétiques

Unité de Recherche : IRMA, UMR 7501
(N° et Nom de I’Unité)

Directeur de These : Philippe HELLUY, Professeur
(Nom Prénom — Grade)

Co-Directeur de These (s'il y a lieu) :
(Nom Prénom — Grade)

Localisation : Université de Strasbourg

These confidentielle : X NON [ ]Ooul



Résumé

L’ensemble des travaux réalisés pendant la thése s’intéresse a la simulation de fluides ou de plasmas.
A Péchelle microscopique, un fluide peut étre décrit comme un ensemble de particules qui intéragissent
les unes avec les autres, notamment & travers leurs collisions. Dans le cas d’un plasma, les particules en
question sont des ions ou des électrons, qui ont donc une charge électrique et intéragissent également
sous effet de forces électro-magnétiques. Le principe fondamental de la dynamique, qui relie 'accé-
lération d’un corps & la somme des forces qui s’éxercent sur lui, peut étre appliqué a chacune de ces
particules pour en décrire son comportement en fonction de sa position et de sa vitesse par rapport
aux autres particules. Il en résulte un systéme d’équations différentielles, avec autant d’équations qu’il
y a de particules, couplées les unes avec les autres. Complété par la connaissance de la position et de la
vitesse de chaque particule & un instant initial, la solution de ce systéme permet de décrire I’évolution
dans le temps du fluide ou du plasma considéré. Ce modéle, extrémement précis, souffre de deux dé-
fauts essentiels. Le premier, c’est qu’il requiert une connaissance bien trop fine de la condition initiale,
qui échappe & nos instruments de mesure. Le deuxiéme, c’est la complexité qui résulte du couplage
de milliards d’équations, et qui rend la résolution —analytique ou numérique— impossible avec nos
outils actuels. En pratique, ce sont donc d’autres modéles qui doivent étre utilisés pour simuler de tels
systémes de particules.

A Déchelle macroscopique, ce sont des propriétés comme la densité, la température ou la pression,
qui sont mesurées et utilisées pour décrire localement 1'état d’un fluide ou d’un plasma. Ces quantités
donnent une description incompléte du systéme, car elles ne rendent pas compte de I’état de chaque
particule individuellement, mais elles sont suffisantes pour les applications pratiques. Malheureuse-
ment, la connaissance de ces quantités 4 un instant initial ne suffit pas, en général, a prédire leur
évolution future. Il est cependant possible de faire certaines approximations qui permettent de mettre
en équations la dynamique des quantités macroscopiques, mais leur champ d’application se limite au
domaine de validité de ces approximations. Dans ce domaine de validité, la description du fluide se fait
alors par un systéme avec autant d’équations qu’il y a de quantités macroscopiques étudiées. Comme
ces quantités sont fonctions a la fois de ’espace et du temps, il s’agit d’équations aux dérivées partielles,
contrairement aux équations du modéle microscopique. Les équations classiques sont celles d’Euler ou
de Navier-Stokes. Sauf cas particuliers, il n’est pas possible de les résoudre de maniére exacte, et il
faut donc recourir 4 des méthodes numériques pour en calculer une solution approchée. Ces méthodes
passent par la discrétisation de 1’espace, qui raméne chaque équation aux dérivées partielles & autant
d’équations différentielles ordinaires qu’il y a de mailles dans cette discrétisation, chacune étant couplée
aux équations qui portent sur les mailles voisines. Ainsi, la taille du probléme macroscopique est bien
moindre que celle du probléme microscopique. En pratique, cela rend sa résolution numérique possible,
pour un cout de calcul plus ou moins élevé selon la finesse du maillage requise pour capturer la dy-
namique du fluide étudié. Cela fait du modéle macroscopique le modéle de choix pour les applications
qui s’y prétent.

A P’interface entre le modéle microscopique, au coiit excessif, et le modéle macroscopique, au champ
d’application limité, se situe un modéle dit mésoscopique. Comme le modéle microscopique, le modéle
mésoscopique regarde la position et la vitesse des particules qui composent le fluide ou le plasma
étudié. Mais plutot que de considérer chaque particule individuellement, il s’intéresse a leur distribution
statistique dans ’espace des phases, produit cartésien de ’espace physique et de ’espace des vitesses.
En substance, cette distribution donne, en tout point de I’espace donné et pour toute vitesse donnée,
le nombre de particules situées a cette position et qui vont & cette vitesse. Il s’agit d’une description
du systéme plus riche que la seule donnée des quantités macroscopiques, ces derniéres pouvant se
déduire de la distribution des particules dans ’espace des phases. Connaissant cette distribution & un
instant initial, son évolution dans le temps est solution de ’équation de Boltzmann pour un fluide, ou
I’équation de Vlasov pour un plasma. Comme la distribution des particules dans I’espace des phases
est une fonction de la position, de la vitesse et du temps, il s’agit comme pour le modéle macroscopique
d’équations aux dérivées partielles. La encore, sauf cas particulier, la solution exacte de ces équations
n’est pas connue, et des méthodes numériques sont nécessaires pour en faire une résolution approchée.
Ces méthodes numériques nécessitent non seulement la discrétisation de I’espace physique, comme pour
le modéle macroscopique, mais aussi celle de ’espace des vitesses. Cette discrétisation supplémentaire
rend la résolution numérique sensiblement plus cotiteuse en mémoire et en ressources de calculs, au
point qu’elle ne peut pas toujours étre envisagée. C’est pourquoi la recherche d’approximations pour
I'obtention d’un modéle macroscopique adapté a chaque application est une question qui fait preuve



d’un grand intérét.

Dans cette thése, on s’intéresse a deux problémes qui surviennent dans la simulation de fluides.
Dans les régimes fortement collisionnels ou les équations d’Euler peuvent étre utilisées, leur résolution
numérique n’est pas toujours aisée. Comme il s’agit de régimes trés peu diffusifs, les solutions exhibent
généralement des discontinuités, que les méthodes numériques standard ont tendance & lisser. Utiliser
un maillage plus fin améliore le résultat, mais pour certaines applications le cout de calcul associé
devient prohibitif. Une alternative consiste a utiliser des méthodes dites d’odre élevé, qui capturent
mieux les discontinuités. Cependant, ces méthodes peuvent générer des oscillations numériques au
voisinage de ces discontinuités. Le premier probléme auquel on s’intéresse est la mise au point de
méthodes numériques qui proposent le meilleur compromis possible entre diffusion, oscillations et
temps de calcul. Pour les régimes moins collisionnels, les équations d’Euler et de Navier-Stokes ne
permettent plus de décrire correctement la dynamique du fluide. Il peut alors étre fait usage du
modéle mésoscopique, mais comme indiqué précédemment sa simulation est trés cotiteuse. Le deuxiéme
probléme auquel on s’intéresse est la conception de fermetures pour fournir un modéle macroscopique
adapté a ces régimes.

Les travaux décrits ici tentent d’adresser ces deux problémes en exploitant les récents progrés
en apprentissage machine, via l'utilisation de réseaux de neurones. Dans ce contexte, un réseau de
neurones désigne une fonction mathématique avec une structure particuliére, et dont les opérations
sont configurables via des paramétres. Faire varier ces paramétres permet donc d’explorer un ensemble
de fonctions, & la recherche de I'une d’entre elles qui permettrait d’effectuer la tache souhaitée. Comme
un réseau de neurones peut avoir de trés nombreux paramétres —jusqu’a plusieurs dizaines de milliers
dans cette thése, des milliards dans d’autres applications—, il n’est pas envisageable de procéder par
une recherche en grille, tant il y aurait de combinaisons a tester. Au lieu de cela, la méthode utilisée
est celle de la descente de gradient, qui part d’un jeu de paramétres quelconque pour le modifier
progressivement via un processus itératif visant a améliorer les performances du réseau de neurones
& chaque étape. Comme son nom le laisse entendre, cette méthode s’appuie sur la différentiation du
réseau de neurones par rapport a ses paramétres ; on utilise pour ce faire un algorithme appelé rétro-
propagation. Cette optimisation des paramétres est malgré tout trés cotteuse, ce qui explique que
les réseaux de neurones aient vu leur essor avec le développement de machines de calcul de plus en
plus performantes, qui font notamment usage de puissantes cartes graphiques. Depuis quelques années
existent des bibliothéques de fonctions pour certains langages de programmation, notamment Python,
qui implémentent cet algorithme et permettent d’exploiter facilement les cartes graphiques, rendant
accessible le travail avec des réseaux de neurones a un large public. Tensorflow est utilisé dans cette
these, mais on peut également citer Pytorch qui constitue une alternative trés populaire.

Les quatre chapitres qui constituent cette thése sont au format d’articles scientifiques. Chaque
chapitre porte sur un projet différent qui méle réseaux de neurones et méthodes numeériques, et est
briévement décrit ci-dessous. Le premier chapitre s’intéresse & la fermeture du modéle fluide pour les
plasmas. On y considére ’équation de Vlasov & une dimension d’espace et une dimension de vitesse, avec
opérateur de collisions BGK (Bhatnagar-Gross-Krook) et un champ électrique donné par I’équation
de Poisson. Pour le modéle fluide, on considére le modéle standard qui porte sur la densité, la vitesse
moyenne et la température. Dans ce contexte, la fermeture du modéle fluide se fait par la donnée
du flux de chaleur uniquement, en fonction des trois quantités précédemment citées. Les régimes de
collisions que ’on regarde sont des régimes intermédiaires avec un nombre de Knudsen compris entre
0,01 et 1, régimes ou la fermeture Navier-Stokes montre ses limites. L’objectif est donc d’entrainer
un réseau de neurones a fournir une bonne estimation du flux de chaleur, connaissant le nombre de
Knudsen, la densité, la vitesse macroscopique et la température. Pour ce faire, on utilise un réseau de
neurones convolutif avec une architecture de V-Net, et dont ’enchainement des convolutions aboutit
& un modéle non-local. Son entrainement est réalisé sur des données générées par des simulations du
modéle cinétique. Les résultats numériques montrent la capacité du réseau a estimer le flux de chaleur,
dont il résulte des simulations fluides avec une erreur uniforme en le nombre de Knudsen.

Le deuxiéme chapitre reprend la méthode du premier, mais pour 'appliquer & 1’équation de Boltz-
mann en deux dimensions d’espace et deux dimensions de vitesse, toujours avec ’opérateur de collisions
BGK. Le passage a la dimension supérieure rend la fermeture plus riche, puisqu’elle consiste alors en
la donnée du flux de chaleur mais aussi du tenseur de stress. Le premier étant un vecteur et le second
une matrice symétrique de trace nulle, ce sont donc quatre quantités scalaires qu’il faut estimer pour
fermer le modéle fluide. On considére ici encore les régimes de collisions avec un nombre de Knudsen



compris entre 0,01 et 1. On entraine un réseau de neurones par quantité a estimer, & partir de données
issues de simulations du modéle cinétique. Les réseaux de neurones montrent une bonne capacité a
estimer la fermeture, mais leur intégration au modéle fluide pose d’importants problémes de stabilités.
On propose plusieurs moyens de limiter cette instabilité, mais ces derniéres déteriorent la précision du
modéle. Surtout, ces méthodes sont sensibles a la résolution du maillage, et doivent donc étre adaptées
dés lors que cette derniére est modifiée.

Le troisiéme chapitre porte sur la méthode Galerkin discontinu pour les équations hyperboliques.
Cette méthode permet d’obtenir des schémas d’ordre élevé, plus précis que les schémas volumes finis
utilisés classiquement pour les lois de conservation. Mais la présence de chocs dans les solutions fait
produire & ces schéma d’ordre élevé des oscillations numériques indésirables. Une maniére de controler
ces oscillations est ’ajout d’un terme de viscosité artificiel a ’équation, qui va lisser les chocs et ainsi
retirer la cause des oscillations. Afin que cette viscosité artificielle ne détériore pas toute la solution, elle
doit s’appliquer localement pour n’intervenir que lorsqu’elle est nécessaire. Pour ce faire on a recours
a un coefficient de viscosité, qu’il faut concevoir dans cet objectif. C’est la tache qui est réalisée par
un réseau de neurones dans ce travail. Il prend en entrée la solution & un instant donné, et renvoie
le coefficient de viscosité en tout point du maillage. Un élément important de la méthode utilisée
réside dans 'algorithme d’apprentissage. Afin de se passer d’un coefficient de viscosité de référence, le
critére & optimiser est calculé non pas sur la sortie du réseau de neurones directement, mais & partir
de la solution numérique obtenue en faisant usage du coefficient de viscosité donné par le réseau de
neurones. Le schéma numérique est ainsi intégré & la fonction qu’il faut différencier pour procéder a la
descente de gradient, et est donc implémenté de maniére & permettre la différenciation automatique.
Les résultats numériques montrent des performances similaires voire supérieures aux coefficients de
viscosité pré-existant.

Le quatriéme chapitre s’intéresse & une autre méthode numérique pour résoudre les équations
hyperboliques, celle de Lattice-Boltzmann. Dans cette méthode, chaque variable est décomposée en
plusieurs termes se déplacant chacun & une vitesse donnée, et soumis & un terme de relaxation. Cette
décomposition augmente la taille du probléme, mais a ’avantage de venir avec un terme d’advection
linéaire, 1a ou I’'équation d’origine pouvait avoir un flux non linéaire. La méthode numérique standard
pondére le terme de relaxation par un coefficient compris entre 1 et 2. Egal a 2, le schéma numérique
obtenu est d’ordre 2 mais produit des oscillations non physiques aux abords des discontinuité; plus
il est pris proche de 1, moins ces oscillations sont présentes mais plus le schéma est diffusif. Dans
ce travail, on propose de pondérer le terme de relaxation par un coefficient matriciel fourni par un
réseau de neurones, qui peut non seulement adapter localement la relaxation de chaque équation,
mais aussi les coupler pour obtenir la meilleure solution possible. Le réseau de neurones utilisé est
un multi-layer perceptron (MLP) qui prend en entrée la solution sur un certain stencil, et fournit
la matrice de relaxation pour la maille au centre du stencil en sortie. N’ayant pas de matrice de
relaxation de référence, ’algorithme d’apprentissage utilisé est le méme que dans le chapitre précédent.
La méthode est testée sur des cas tests en 2 dimensions d’espace. Les résultats numériques montrent des
performances trés encourageantes pour I’advection de fonctions indicatrices ainsi que pour ’équation
de Burgers appliquée & des conditions initiales gaussiennes, mais ’équation d’Euler pose des problémes
de stabilité qui n’ont pas encore été résolus.
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