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RÉSUMÉ DE THÈSE

HAO FU

Abstract. Le principe de Mazur donne un critère selon lequel une représentation galoisienne
irréductible mod ` provenant d’une forme modulaire de niveau Np (avec p premier par rapport à N)
peut également provenir d’une forme modulaire de niveau N . Dans cette thèse nous démontrons un
résultat analogue montrant que une représentation galoisienne mod ` provenant d’une représentation
automorphe cuspidale stable du groupe de similitude unitaire G = GU(1, 2) qui est Steinberg en
un nombre premier inerte p peut également provenir d’une représentation automorphe de G qui est
non ramifiée en p.

1. Introduction

Le théorème de diminution du niveau est un résultat profond dans le domaine de la théorie des
nombres, et plus précisément dans la théorie des représentations galoisiennes et les formes modu-
laires. Ce théorème, établi par Kenneth Ribet en 1986, a joué un rôle central dans la démonstration
du dernier théorème de Fermat par Andrew Wiles en 1994.

Le dernier théorème de Fermat stipule qu’il n’existe pas de solutions entières non triviales pour
l’équation

an + bn = cn

pour n > 2. Ce théorème est resté sans preuve pendant plus de trois siècles après sa proposition
par Pierre de Fermat en 1637. Il est facile de voir que le problème se ramène au cas où n = ` est
un nombre premier plus grand que 3. En 1984, Gerhard Frey a démontré que si une telle solution
existait, il serait possible de construire une courbe elliptique semi-stable sur Q

y2 = x(x− a`)(x+ b`)
appelée la courbe de Frey telle qu’il ait une mauvaise réduction exactment en les nombres premiers
p qui divisent le produit abc et sa représentation galoisienne mod ` satisfasse des propriétés de
ramification très particulières. C’est à ce moment-là que le théorème de diminution de niveau entre
en jeu. Ce théorème, s’appuyant sur les travaux de Jean-Pierre Serre ([Ser87b,Ser87a]), est établi
par Ribet. Il est également connu dans la littérature sous le nom du principe de Mazur.

Theorem 1.1. [Rib90, Theorem 1.1] Soit N un entier positif et p, ` des nombres premiers distincts
tels que ` soit impair et (p,N) = 1. Soit f une nouvelle forme de poids 2 et de niveau Np et ρf,`
la représentation galoisienne résiduelle mod ` attachée à f . Supposons que

(1) ρf,` soit absolument irréductible;
(2) ρf,` soit non ramifiée en p;
(3) p 6≡ 1 mod `.

Alors il existe une nouvelle forme g de poids 2 et de niveau N telle que ρf,` ∼= ρg,`.

L’importance de ce théorème réside dans le fait qu’il a permis de réduire la preuve du dernier
théorème de Fermat à la conjecture de Shimura-Taniyama-Weil, qui prétend que la représentation
galoisienne mod ` de toute courbe elliptique sur Q provient d’une forme modulaire de poids 2.
En effet, si la conjecture de Shimura-Taniyama-Weil pour les courbes elliptiques est vraie, alors
le théorème 1.1 nous permettra de montrer que la représentation galoisienne mod ` attachée à

Date: April 13, 2023.
1



2 HAO FU

la courbe de Frey provient d’une forme modulaire de poids 2 et de niveau 2. Cependant, une
telle forme modulaire n’existe pas, ce qui conduit à une contradiction. Cette découverte a conduit
Andrew Wiles à démontrer le dernier théorème de Fermat en prouvant la conjecture de Shimura-
Taniyama-Weil pour les courbes elliptiques semi-stables.

Nous revenons à la démonstration du théorème 1.1. Ribet a incorporé la représentation galoisi-
enne donnée dans un module de torsion de la jacobienne d’une courbe modulaire. Une étape clé est
d’analyser l’action de Frobenius sur la partie torique de la jacobienne. L’hypothèse p 6≡ 1 mod ` a
été éliminée par Ribet dans un travail ultérieur ([Rib91]), où il a choisi un autre nombre premier q
tel que q 6≡ 1 mod ` et a transféré la forme modulaire donnée à celle attachée à l’algèbre de quater-
nions indéfinie ramifiée en pq par la correspondance de Jacquet-Langlands. Ensuite, le soi-disant
"astuce de commutation (p, q)" lui permet de diminuer le niveau à p tout en utilisant le principe
de Mazur pour diminuer le niveau à q. Pour une explication plus détaillée de la méthode de Ribet,
voir [Wan22].

Plus tard, Jarvis ([Jar99]) et Rajaei ([Raj01]) ont démontré des résultats similaires sur la diminu-
tion du niveau des représentations galoisiennes attachées à des courbes de Shimura sur des corps
totalement réels, après une avancée majeure de Carayol dans [Car86]. La géométrie de la mauvaise
réduction de la courbe de Shimura combinée à un calcul explicite des cycles évanescents révèle que
le groupe des composantes de la jacobienne de la courbe de Shimura est Eisensteinien. Dans la
même veine, van Hoften ([vH21]) et Wang ([Wan22]) ont étudié la diminution de niveau pour les
variétés modulaires de Siegel de niveau paramodulaire sous différentes hypothèses techniques. Pour
le groupe de similitude unitaire de signature (1,2), Helm a prouvé la diminution du niveau en une
place scindée dans l’extension quadratique imaginaire sur un corps totalement réel dans [Hel06].
Boyer a traité le cas des variétés de Shimura unitaires de type Kottwitz-Harris-Taylor dans [Boy19].

Cette thèse est divisée en trois parties. Dans la première partie, nous présentons une preuve
concise du théorème 1.1 afin d’illustrer notre méthode. Nous commençons par rappeler les notions
de base, notamment les formes modulaires, les algèbres de Hecke, la représentation galoisienne et
la suite spectrale de poids. Ensuite, nous présentons la géométrie de la fibre spéciale mod p des
courbes modulaires de niveau Np, qui consiste en deux copies de la fibre spéciale de niveau N
se coupant transversalement au lieu supersingulier. Nous réalisons ρf,` dans le premier groupe de
cohomologie étale de la fibre générique de la courbe modulaire de niveau Np, sur lequel existe une
filtration donnée par la suite spectrale de poids. Finalement, nous adaptons l’argument classique
et concluons en utilisant l’involution d’Atkin-Lehner qui a la même action que le Frobenius sur le
lieu supersingulier.

Dans la deuxième partie, nous traitons de la diminution du niveau pour le groupe de similitude
unitaire de signature (1,2). Soit F une extension quadratique imaginaire sur Q et G := GU(1, 2)
le groupe de similitude unitaire quasi-déployé correspondant de signature (1,2). Fixons un nombre
premier p inerte dans F et un sous-groupe compact ouvert Kp de G(A∞,p), où A∞,p est l’anneau
des adèles finis en dehors de p. Soit Kp ⊂ G(Qp) un sous-groupe hyperspécial, et Iwp ⊂ Kp un
sous-groupe Iwahori. Soit S (resp. S0(p)) le modèle intégral de la variété de Shimura attachée à G
de niveau KpKp (resp. KpIwp). Le théorème principal est le suivant :

Theorem 1.2. Soit π une représentation cuspidale automorphe stable de G(A) cohomologique à
coefficient trivial. Fixons un nombre premier ` 6= p. Soit m l’idéal maximal mod ` de l’algèbre de
Hecke sphérique attachée à π. Soit ρπ,` la représentation galoisienne mod ` attachée à π. Supposons
que

(1) (π∞,p)Kp 6= 0;
(2) πp est la représentation de Steinberg de Gp tordue par un caractère non ramifié;
(3) si i 6= 2 alors Hi(S ⊗ F ac,F`)m = 0;
(4) ρπ,` est absolument irréductible;
(5) ρπ,` est non ramifiée en p;
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(6) ` - (p− 1)(p3 + 1).
Alors il existe une représentation automorphe cuspidale π̃ de G(A) telle que (π̃∞)KpKp 6= 0 et
ρπ̃,`
∼= ρπ,`.

Nous adaptons la stratégie de Ribet. Étant donné que la jacobienne n’est pas disponible pour
les surfaces de Shimura, inspirés par Helm, nous utilisons la suite spectrale de poids-monodromie
pour analyser les analogues du groupe de composantes de la jacobienne de S et S0(p). Pour ce
faire, nous avons besoin d’une étude détaillée de la géométrie des fibres spéciales. La surface
S ⊗ Fp2 a été étudiée par Wedhorn dans [Wed01] et Vollaard dans [Vol10]. Ils ont montré que le
lieu supersingulier est constitué de composantes géométriques irréductibles qui sont des courbes de
Fermat de degré p+ 1 s’intersectant transversalement en des points superspéciaux. Le complément
du lieu supersingulier est le lieu µ-ordinaire qui est dense.

La géométrie de S0(p) est plus compliquée. L’étude des modèles locaux dans [Bel02] implique
que S0(p) a une réduction semi-stable en p. Nous définissons trois strates fermées Y0, Y1, Y2 dans
S0(p) ⊗ Fp2 . Nous montrons qu’elles sont toutes lisses et que leur union est S0(p) ⊗ Fp2 . Nous
étudions en outre les relations entre ces strates et S ⊗ Fp2 . En particulier, Y0 est isomorphe
au éclatement de S ⊗ Fp2 le long des points superspéciaux ; Y1 admet un morphisme purement
inséparable vers Y0 ; et Y2 est un fibré en P1 sur la normalisation du lieu supersingulier de S ⊗ Fp2

qui est géométriquement une union disjointe de courbes de Fermat. Les intersections deux à deux
Yi ∩ Yj sont transversales et paramétrées par des variétés de Shimura discrètes attachées à G′, où
G′ est la forme intérieure unique de G qui coïncide avec G à tous les places finies et est compacte
modulo le centre à l’infini. Cela peut être vu comme une incarnation géométrique du transfert de
Jacquet-Langlands. De plus, nous montrons que les points géométriques de Y0 ∩ Y1 ∩ Y2 sont en
bijection avec la variété de Shimura discrète attachée à G′ de niveau KpIwp. Tous les morphismes
sont équivariants sous la correspondance de Hecke première à p, et définis sur Fp2 , donc compatibles
avec l’action de Frobenius en prenant la fibre géométrique. Le résultat ressemble à ceux de [dSG18]
et [Vol10], mais est adapté aux applications arithmétiques en préservant l’équivariance de Hecke et
la structure schématique.

Par la formule de Matsushima, la représentation automorphe π donnée contribue à la cohomologie
d’intersection de la compactification de Baily-Borel de S0(p). Heureusement, nous pouvons ignorer
la compactification car la cohomologie de la frontière de la compactification de Baily-Borel s’annule
lorsque on a localise à m par l’irréductibilité de la représentation résiduelle galoisienne. Nous
écrivons ensuite la suite spectrale monodromie-poids pour la surface S0(p).

Nous sommes prêts à prouver le théorème 1.2 par l’absurde. Si le niveau ne peut pas être abaissé,
l’hypothèse (3) dans le théorème 1.2 éliminerait la possibilité que π apparaisse dans la cohomologie
étale de S ⊗ Fac

p . La suite spectrale monodromie-poids se dégénèrerait à la première page et
donnerait lieu à une filtration de H2(S0(p)⊗F ac,F`)m dont les pièces graduées sont données par les
groupes de cohomologie de Y0∩Y1∩Y2. La condition non ramifiée sur la représentation galoisienne
résiduelle forcerait ρπ,` à vivre dans la cohomologie étale de (Y0 ∩ Y1 ∩ Y2) ⊗ Fac

p . Nous trouvons
alors une contradiction en étudiant les valeurs propres généralisées de l’action de Frobenius.

Dans la troisième partie de ma thèse, je présente un résultat selon lequel la cohomologie étale
de la fibre générique de la surface modulaire de Picard, localisée en un idéal maximal approprié,
s’annule en dehors du degré intermédiaire 2. La preuve repose sur le choix d’un nombre premier q
inert tel que la surface modulaire de Picard ait une bonne réduction en q, ce qui nous permet de
relier la question à l’annulation de la cohomologie de la fibre spéciale en q. Nous utilisons le fait
que le lieu ordinaire de la compactification minimale est affine, ainsi que la séquence spectrale de
Deligne sur le diviseur à croisements normaux. Gardons la notation ci-dessus du théorème 1.2. Le
résultat principal est le suivant :
Theorem 1.3. Soit π une représentation automorphe cuspidale stable de G(A) cohomologique à
coefficient trivial. Soit ` un nombre premier. Soit m l’idéal maximal mod ` de l’algèbre de Hecke
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sphérique attachée à π et ρπ,` la représentation galoisienne mod ` attachée à π. Supposons qu’il
existe un nombre premier q 6= ` tel que

(1) ρπ,` est absolument irréductible;
(2) q est inerte dans F ;
(3) q2 6≡ 1 mod `;
(4) Kq est hyperspécial;
(5) ρm(Frobq) n’est pas conjugué à une matrice de la forme diag(−λq, λ,−λq−1) ou

diag(λq2, λ, λq−2) pour un certain λ ∈ Fac,×
` .

Alors
Hi(S ⊗Qac,Fac

` )m = 0
pour i 6= 2.

En conséquence, le théorème 1.3 nous permet de supprimer la condition (3) dans le théorème
1.2, en admettant un condition faible sur la représentation galoisienne.

2. liste de prépublications

(1) Hao Fu, Level lowering for GU(1,2), arXiv:2211.06673, 44 page, soumis;
(2) Hao Fu, Vanishing theorems for GU(1,2) Shimura varieties, en préparation.
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