
Résumé

Dans [FG06], Vladimir Fock et Alexander Goncharov introduisent variétés de clusters pour
étudier les systèmes locaux en utilisant un outil algébrique appelé algèbres de clusters
introduit par Sergei Fomin et Andrei Zelevinsky quelques années auparavant. La théorie
introduite par Fock et Goncharov décrit les systèmes locaux G sur une surface ciliée, où G
est un groupe de Lie semi-simple déployé. Une surface ciliée est une surface fermée (supposée
ici avoir une caractéristique d’Euler strictement négative) munie d’un sous-ensemble fini et
non vide de points marqués, chaque composante de bord ayant au moins un point marqué.
Les points marqués seront des ponctions par rapport à toute structure hyperbolique sur la
surface ciliée. Une triangulation idéale ∆ d’une surface ciliée S est un ensemble maximal
de (classes d’homotopie) d’arcs sur S ne se coupant pas deux à deux et non homotopiques,
ne se coupant pas eux-mêmes, dont les extrémités sont des points marqués. De manière
similaire aux coordonnées de Penner sur l’espace de Teichmüller décoré, les coordonnées
de Fock-Goncharov nécessitent des données supplémentaires pour un système local : un
encadrement ou une décoration. Soit G un groupe de Lie semi-simple, B un sous-groupe de
Borel et U le radical unipotent de B.

Definition 0.1. Un encadrement d’un G-système local L est la donnée de chaque point
marqué d’une classe dans G/B (appelé drapeau) stabilisé par la monodromie de L autour
d’une petite boucle autour du point marqué. Une décoration d’un G-système local L est la
donnée pour chaque point marqué d’une classe dans G/U (appelé drapeau décoré) stabilisé
par la monodromie de L autour d’une petite boucle autour du point marqué.

Le travail de Fock et Goncharov consiste à définir un atlas spécial sur l’espace de module
des systèmes locaux encadrés (resp. décorés) sur une surface ciliée. Cet atlas spécial a un
carquois associé à chaque triangulation de la surface ciliée et les changements de carquois
peuvent être calculés avec une séquence de mutations élémentaires, chacune étant une
application birationnelle. Deux triangulations quelconques sont reliées par une séquence finie
de flips, de sorte qu’il suffit de calculer les changements de cartes pour deux triangulations
qui diffèrent que d’un flip pour pouvoir calculer les changements de cartes de n’importe
quelle triangulation à n’importe quelle autre. La combinatoire de la séquence de mutations
conduisant à un flip de la triangulation est décrite par un carquois intégré à la surface, et
les formules de mutations sont données par la structure de l’algèbre amassée.

L’idée principale du travail présenté ici est d’étudier l’espace de module d’un système
local encadré ou décoré sur une surface ciliée, mais avec un encadrement/décoration associé
à n’importe quel sous-groupe parabolique d’un groupe de Lie semi-simple ou réductif.
En particulier, nous sommes intéressés à trouver des coordonnées qui partagent certaines
propriétés calculatoires avec les coordonnées de Fock-Goncharov, à savoir une description
combinatoire qui permet le calcul de formules de mutation de flips à partir d’une séquence
de mutations élémentaires. Dans ce travail, nous nous concentrons sur un groupe de Lie de
type A, à savoir SLn(R) (ou plutôt GLn(R), comme nous l’expliquerons ci-dessous). Pour
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des raisons techniques, nous devrons nous limiter aux sous-groupes paraboliques de GLn(R)
dont le sous-groupe de Levi est de la forme GLd(R)k, avec n = kd. Cela correspond à un
sous-groupe parabolique conjugué au sous-groupe des matrices triangulaires supérieures où
tous les blocs sont carrés et de taille d. Pour ce faire, nous remplaçons le corps R par une
R-algèbre de dimension finie R. Dans tout ce travail, nous nous intéressons principalement
au cas R = Mn(R) de matrices carrées à coefficients réels. Il en résultera des coordonnées qui
prendront des valeurs dans une certaine algèbre matricielle, et qui seront donc génériquement
non-commutatives. Cela pose plusieurs difficultés techniques. La première de ces difficultés
est la définition même des coordonnées ammassées de type X : l’une des définitions possibles
du birapport (resp. du triple-rapport) s’étend au cas non-commutatif, donnons d’abord ces
définitions.

Definition 0.2. Soit L1, L2, L3, L4 quatre droites dans R2, transverses deux à deux. Soit
πi,j la restriction de la projection canonique πi,j : Lj → R2/Li pour tous les i, j ∈ {1, 2, 3, 4}
distincts. Le birapport des quatre droites est alors :

[L1 : L2 : L3 : L4] = π−1
4,1 ◦ π4,3 ◦ π

−1
2,3 ◦ π2,1.

Definition 0.3. Soit (L1, P1), (L2, P2), (L3, P3) trois drapeaux complets dans R3 avec
dimFi = 1 et dimPi = 2, transverses deux à deux. Soit πi,j la restriction de la projection
canonique πi,j : Lj → R2/Pi pour tous i, j ∈ {1, 2, 3} distincts. Alors le triple-rapport du
triplé de drapeaux est

r = π−1
3,1 ◦ π3,2 ◦ π

−1
1,2 ◦ π1,3 ◦ π

−1
2,3 ◦ π2,1.

Dans ces deux définitions, la carte L1 → L1 est identifiée à un scalaire car sa matrice
dans n’importe quelle base de L1 est la même. Cependant, cette identification n’est plus
possible si la dimension de L1 est plus grande. La généralisation correcte de X serait alors
la classe de conjugaison des cartes définies ci-dessus, mais nous perdrions les formules de
mutation, car on ne peut pas ajouter ou multiplier les classes de conjugaison. Cependant, ces
”coordonnées X généralisées” conservent une partie du comportement de leur contrepartie
commutative.

Cependant, lorsque l’on considère des drapeaux décorés, la situation est très similaire
dans le cadre commutatif et dans le cadre non-commutatif. Le besoin d’une base est couvert
par la décoration. Les définitions du birapport et du triple-rapport indiquent également de
bons candidats pour les coordonnées A non commutatives. En effet, nous voulons que les
A-coordonnées déterminent les X -coordonnées de la configuration des drapeaux, et dans
le cas commutatif, les définitions ci-dessus donnent les formules habituelles concernant les
X -coordonnées et les A-coordonnées, étant donné que les A-coordonnées sont définies comme
les matrices des applications πi,j dans les bases données par la décoration des drapeaux.
Cependant, cette affirmation n’est valable qu’au rang 2. Ceci nous amène à la difficulté
technique suivante découlant de la non-commutativité : il n’y a pas de déterminant pour
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les matrices à valeurs dans un anneau générique, donc pas de groupe linéaire spécial SLn.
Puisque nous ne pouvons pas travailler avec SLn, nous devons travailler dans le groupe
linéaire général GLn qui, même sur un anneau commutatif, n’est pas un groupe de Lie
semi-simple, mais un groupe réductif. Par conséquent, les coordonnées A non commutatives
que nous définirons ne se réduiront pas directement aux coordonnées A de Fock-Goncharov
dans le cas commutatif. Au lieu de cela, nous obtenons une généralisation des coordonnées
de Fock-Goncharov aux systèmes locaux GLn(R).

Maintenant que nous avons de bons candidats pour les coordonnées A généralisées,
plusieurs questions se posent. Premièrement, existe-t-il des relations entre les coordonnées
définies par rapport à une triangulation fixée ? Deuxièmement, comment calculer les formules
de mutations reliant les coordonnées par rapport à deux triangulations différentes ? Pour
répondre à ces deux questions, nous utilisons un outil introduit en 2014 par Davide Gaiotto,
Gregory W. Moore et Andrew Neitzke dans [GMN13] appelé réseaux spectraux. Il s’agit
d’un outil combinatoire utilisé pour étudier les systèmes locaux encadrés en permettant
la définition d’une procédure appelée non-abélianisation. Cette procédure transforme un
fibré de rang n sur une surface ciliée S en un fibré en droite sur un certain revêtement
ramifié Σn de S appelé surface spectrale. Il s’agit d’un outil très important en physique
théorique pour étudier une certaine classe de théories des champs quantiques topologiques,
mais nous n’utiliserons pas tout le potentiel des réseaux spectraux dans ce travail. Il existe
une description géométrique et combinatoire des réseaux spectraux qui sera adaptée à
notre étude. Pour cela, nous utilisons une description combinatoire de la surface spectrale
introduite par Alexander Goncharov et Maxim Kontsevich dans [GK22], et nous ajoutons
la définition d’un réseau spectral adapté à cette surface spectrale. Ensuite, nous devons
étendre la définition de la procédure de non-abélisation pour travailler avec des systèmes
locaux tordus. Cette partie est un travail conjoint avec Eugen Rogozinnikov dans [KR22]. Le
processus de non-abélianisation lui-même fonctionne exactement de la même manière, que
le fibré sur la surface spectrale soit un fibré en droites ou un fibré de rang supérieur. Une
fois cela fait, nous décrivons une construction inverse au processus de non-abélianisation
appelé abélianisation (partielle), qui transforme un fibré vectoriel plat encadré de rang nd
sur la surface ciliée S en un fibré vectoriel plat de rang d sur la surface spectrale. Cela nous
permet de décrire la topologie d’un sous-ensemble (en raison des hypothèses de généricité)
de l’espace de module des GLn(R)-systèmes locaux encadré sur une surface ciliée S, où R
est une algèbre R de dimension finie, telle que l’anneau des matrices n × n à coefficients
réels.

Theorem 0.4. L’espace de module des GL2(R)-systèmes locaux encadrés (tordus) sur S qui
sont ∆-génériques par rapport à une triangulation ∆ est homéomorphe à l’espace de module
des R×-systèmes locaux (tordus) sur Σ2 qui est homéomorphe à (R×)1−4χ(S)+2p+

∑
ni/R×

où R× agit diagonalement par conjugaison sur (R×)1−4χ(S)+2p+
∑

ni .

Cette construction nous permet également d’étudier les systèmes locaux symplectiques
car une matrice dans le groupe symplectique s’écrit naturellement comme une matrice par
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bloc de taille 2. C’est un travail commun avec Eugen Rogozinnikov. Pour cela, nous devons
traduire la donnée de la forme symplectique présente dans un système local symplectique
sur S en une donnée supplémentaire sur le système local abélianisé. Comme corollaire,
nous obtenons aussi une description topologique de l’espace de module des systèmes locaux
encadrés maximaux.

Theorem 0.5. Si A est hermitien, alors l’espace de module des Sp2(A, σ)-systèmes locaux
encadrés (tordus) maximaux sur S est homéomorphe à :(

(Aσ
+)

−2χ(S)+p × (A×)−2χ(S)+2p−1+
∑

ni

)
/A×

où A× agit par conjugaison sur (A×)−2χ(S)+2p−1+
∑

ni et par congruence sur (Aσ
+)

−2χ(S)+p.

Nous nous concentrons sur la définition et l’étude d’une généralisation non-commutative
des A-coordonnées de Fock-Goncharov. Nous étudions d’abord le cas particulier des GL2(R)-
systèmes locaux, étant donné que de nombreuses difficultés techniques apparaissant en
rang supérieur ne sont pas présentes en rang 2. Dans ce cas, nous montrons que l’algèbre
non-commutative introduite par Arkady Berenstein et Vladimir Retakh dans [BR18] a une
représentation par des fonctions rationnelle à valeurs matricielles sur l’espace de modules
des GL2(R)-systèmes locaux décorés tordus, que nous appelons A-coordonnées. Comme
pour les coordonnées commutatives de Fock-Goncharov, il existe une famille de fonctions
associées à chaque triangulation de la surface, et il existe des formules de mutations qui
expriment les fonctions associées à une triangulation comme des fonctions rationnelles
non-commutatives de fonctions associées à une autre triangulation. Cependant, il existe
une différence fondamentale avec les coordonnées commutatives de Fock-Goncharov : les
fonctions associées à une triangulation fixée ont des relations entre elles, appelées relations
triangulaires. Le terme "coordonnées" est donc un abus de terminologie.

Theorem 0.6. Soit S une surface ciliée. L’application

ψ :
AS → Rat(X,Md(R))
xγ 7→ aγ

est un homomorphisme d’algèbre.

Pour le démontrer, nous devons calculer à la fois les relations triangulaires et les relations
de mutations. Au rang 2, nous pouvons calculer les deux en utilisant les réseaux spectraux.
Les relations triangulaires apparaissent naturellement dans le processus d’abélianisation :
les coordonnées A sont des holonomies de certains chemins sur le système local abélianisé,
et les relations triangulaires correspondent à des holonomies de chemins contractibles, et
sont donc triviales. Pour la relation de mutation, nous profitons du fait que le système local
sur la surface de base S ne dépend pas de la triangulation, alors que la surface spectrale
et le système local abélianisé en dépendent. Ensuite, en effectuant des abélianisations
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correspondant à deux triangulations différentes et en identifiant les bons termes, nous
pouvons exprimer les coordonnées A correspondant à une triangulation en termes des
coordonnées A correspondant à l’autre triangulation. La même technique peut être utilisée
pour montrer qu’étant donné une triangulation spécifique ∆, toutes les autres coordonnées
A peuvent être écrites comme un polynôme de Laurent non-commutatif des coordonnées
associées à ∆. Cette propriété est connue sous le nom de phénomène de Laurent (non-
commutatif) et est la généralisation non-commutative d’une propriété bien connue des
algèbres amassées commutatives.

Theorem 0.7. Soit n ≥ 3 et S le disque fermé avec n points marqués sur la frontière. Soient
i, j ∈ {1, . . . , n}, i ̸= j. Alors, pour toute triangulation ∆ de S et tout GL2(R)-système local
tordu décoré L qui est ∆-générique et tel que (F (i), F (j)) est générique, la coordonnée aγi,j
est un polynôme de Laurent non-commutatif dans les coordonnées (aγ)γ∈∆ associées à la
triangulation ∆.

Nous étudions également un type de coordonnées intermédiaires entre les coordonnées X
et les coordonnées A, qui donnent une représentation d’une sous-algèbre de AS introduite
dans [BR18].

Nous généralisons ensuite ces coordonnées à des configurations de drapeaux dans Rn et
à des GLn(R)-systèmes locaux tordus. La raison pour laquelle nous avons divisé ceci en
deux sections différentes est une difficulté technique provenant des systèmes locaux tordus.
En effet, la généralisation que nous décrivons nécessite des données supplémentaires aux
drapeaux décorés habituels. Nous appelons ces données supplémentaires une extra-décoration.

Definition 0.8. Soit (A(1), . . . , A(k)) un k-uplet de drapeaux en position générique. Une
extra-décoration de l’ensemble de drapeaux est constituée des données d’une décoration de
chaque drapeau A(i) ainsi que des données pour chaque i1, . . . , ik ∈ N tel que i1+ · · ·+ ik = 1
d’un élément bi1,...,ik ∈ Rn qui engendre librement (A(1))i1 ∩ · · · ∩ (A(k))ik .

Pour une configuration de drapeaux dans Rn la définition est élémentaire, mais pour
un système local tordu ces bases devraient être des sections du système local le long de
petites boucles situées à l’intérieur de la surface. Cependant, ces petites boucles ont une
monodromie − Id car nous travaillons avec des systèmes locaux tordus, il n’est donc possible
de définir ces sections qu’au signe près. Nous définissons une version légèrement modifiée des
carquois habituels associés aux algèbres amassées commutatives, pour prendre en compte le
fait qu’une extra-décoration dépend de la triangulation choisie, et doit donc muter en même
temps que les coordonnées elles-mêmes. Nous ne décrivons que les mutations nécessaires à
un flip, car il nous manque une interprétation géométrique d’une mutation générale pour la
décrire.
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