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RESUME

On présente une nouvelle approche de la modélisation de systémes complexes utilisant
une généralisation des équations de Verhulst, initialement utilisées pour la croissance de
population qui permettent une modélisation continue de systémes discrets. Elle est mise
en ceuvre ici dans deux domaines disjoints, une démarche d’épidémiologie et un cas de
modeélisation d’un essai complexe relatif aux structures composites en physique.

Les systemes complexes peuvent étre modélisées par des méthodes mathématiques
variées dépendant de la nature de la complexité envisagée. Des théories du chaos -
effets de certains attracteurs - a la compréhension physique des systémes dissipatifs de
Prigogine, des processus stochastiques de Markov aux simulations de dynamiques
complexes en temps réel, les modeles sont nombreux et ont engendrés des études tres
approfondies. Par ailleurs, plusieurs approches trés récentes ont permis des avancées
remarquables dans la réduction des ordres de complexité. On pense en particulier a des
méthodes de décomposition orthogonale comme la POD ou surtout de décomposition
propre comme la PGD, [1], [2]. Ces méthodes intrusives ou non, ont apportées des
possibilités de simulation compléte pour des problémes dont les niveaux de complexité
n’étaient pas envisageables il y a encore une dizaine d’années par des approches de
type éléments finis. Dans le cas de la PGD, les solutions et les variables du probleme
sont toutes supposées s’exprimer en tant que variables séparées, par une somme de
produits de fonctions dont la forme n’est pas définie a priori. La généralisation de ce
processus et son application a des systemes d’équations aux dérivées partielles conduit
a la résolution de systemes d’équations algébriques et a des réductions
impressionnantes de complexité et donc des temps de calcul. En outre, ces méthodes
sont accessibles a des optimisations et donnent naissance a de nouveaux outils. Un
couplage a des techniques de machine learning est en effet possible et une vision
géométrique de ces optimisations donne le cadre au manifold learning et aux
algorithmes de sparse subspace learning (SSL) [2].

Dans une premiere partie de la these, une nouvelle modélisation est proposée. Sans
étre directement une sous-variante plus modeste des approches précédentes,
notamment de la PGD [1], elle s’en apparente dans une réflexion spécifigue aux
systemes discrets, en explorant des décompositions particuliéres, les plus simples
possibles lorsque les variables principales sont bornées. Dans ce dernier cas, ce sont
plutdt des lois logistiques qui caractérisent de nombreux processus discrets de base,
elles-mémes solutions d’équations différentielles tres simples mises en place initialement
par Verhulst [3], pour les croissances de population. Ces lois continues permettent de
simuler I'évolution de variables discrétes bornées lorsque leur évolution peut étre
caractérisée en isolant les facteurs qui contribuent a leur croissance et ceux qui génerent
leur affaiblissement. Si ceux-ci sont pilotés par des approches physiques ou chimiques
robustes ou si les variables mises en jeu possédent des définitions physiques, alors la
description du processus élémentaire donne acces a une modélisation intéressante et
simplifiée de son processus d’évolution. La modélisation explore cette voie en supposant
gue de nombreux phénomenes complexes continus et bornés peuvent étre considérés
comme une somme de ces phénomenes individuels. Leur modélisation s'impose alors
puisqu’il s’agira de construire une somme finie de processus élémentaire au sens de
I'équation de Verhulst déja mentionnée. Dans une deuxiéme étape, il s’agit de construire
les fonctions de liaisons entre les phénomeénes individuels et une solution simple est
€galement proposeée.




A partir d’'une description de I'équation logistique de base d’'un processus discret a
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q;;(t) permet de construire la modélisation du processus complexe de k variables :
EX(t) = 212 Ef (1) = q;;(DE[ (). Enfin, la modélisation peut s’appuyer, comme les

modeles généraux décrits en introduction, sur une gestion des données expérimentales
par des algorithmes classiques de machine learning. Plusieurs applications sont alors
développées dans la suite de la these.

Dans la deuxieme partie de la thése, on développe cette approche autour d’un premier
phénomeéne spécifique associée a la modélisation de I'épidémie de SARS-COV-2. Au-
dela des modélisations bien connues qui ont été largement mises en avant par les
spécialistes, SIR, SEIR, [4] etc., cet exemple sert de premier test et permet I'étude
particuliere de la robustesse de la méthode pour traiter selon les pays, les évolutions des
nombres de cas et des nombres de décées. Dans ces situations, on montre que la
modélisation peut alors se restreindre a [lutilisation de deux processus de base

indépendants, reliés par une fonction de liaison du type g(t) = %[tanh(afc(t —tg) + 1],

définie de [0, +oo[ to ]0,1[. On montre aussi dans cet exemple que la modélisation du

processus complet pour toute une population donnée est bien égale a la somme des
modélisations des processus associés a des populations spécifigues, comme la
discrétisation par tranches d’age par exemple. Les figures ci-dessous permettent la
visualisation de I'évolution temporelle d’'une variable sur 120 jours, ici le nombre de
déces en lItalie dans la premiere en 2020, et sa modélisation a partir de données
partielles (avant la ligne verticale, soit 20 jours aprés le démarrage a gauche et 50 jours
a droite). Les données sont traitées de fagcon classique et les parameétres du modele sont
obtenues par un algorithme de Marquardt.
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Dans une derniere partie de la these, on applique cette modélisation en physique a la
fragmentation d’une fibre élémentaire lors d’un essai tres classique de mécanique des
matériaux afin d’identifier des valeurs fondamentales pour la conception de structures en
matériaux composites : la valeur de la contrainte critique de cisaillement a l'interface
fibore — matrice. Cet essai est bien connu et plusieurs modéles se sont attachés a
l'obtention de cette valeur critique comme le shear-lag [5]. Toutefois, aucune
modélisation n'a permis jusqu’alors de décrire de fagcon physique I'évolution du nombre




de fragments obtenus au cours de l'essai en fonction de la contrainte ou de la
déformation macroscopique de I'échantillon. Les simulations existantes dans la littérature
sont, soit une identification d’'une fonction sans signification physique des paramétres
choisis, soit des approches probabilistes fondée sur des analyses de Weibull.

Par une analyse mécanique détaillée, la modélisation proposée permet de mettre en
place une équation différentielle fondée sur la physique, modélisant la dynamique de
croissance du nombre de fragments y (g) pendant I'essai, avec une fonction favorisante
N(y) et une fonction de frein M(y). t représente la contrainte critique de l'interface fibre-
matrice et lo la longueur initiale du mono-flament. c.et B sont des fonctions des
caractéristiques géométriques et mécaniques de l'essai.
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La résolution de cette équation différentielle de type Verhulst est élémentaire et conduit a
une description originale et simplifiée de cet essai, et a la mesure directe de la contrainte
interfaciale critique. On voit sur la figure ci-dessous a gauche, les dynamiques
d’augmentation du nombre de fragments de fibres de carbone avec ou sans greffe
surfacigue de nanowires de ZnO, et a droite, leur modélisation conduisant a
l'identification de la contrainte critique d’interface. A droite, les points rouges et bleus

représentent les essais, les lignes continues, les modélisations.
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L’endommagement d’'un composite UD en traction, compris comme une somme des
phénomenes individuels décrits plus haut, pourrait alors étre modélisé par des sommes
finies des fragmentations pour chaque fibre, en considérant différents types
d’endommagement locaux : rupture des fibres, de la matrice et des interfaces.

Mots clés: Modélisation, Systeme complexe, Loi logistique, Equation de Verhulst,
Epidémie, Matériaux Composites
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