
Résumé

1 Modélisation d'un plasma de Tokamak

Cette thèse s'inscrit en partie dans un projet de longue haleine qui consiste à construire
un tokamak a�n de produire de l'énergie grâce à la fusion thermonucléaire contrôlée. Cette
source d'énergie est inépuisable et complètement décarbonée. Un tokamak est un dispositif
torique, inventé dans les années 50, constitué d'une chambre à vide torique, dans laquelle
est con�né un plasma d'hydrogène grâce à un fort champ magnétique. De nombreux toka-
maks existent dans le monde. Depuis quelques années, un projet international, le projet de
tokamak ITER (International Thermonuclear Experimental Reactor), consiste à construire
à Cadarache dans le sud de la France un tokamak de 6 mètres de diamètre, qui sera le plus
grand jamais ne construit. ITER devrait produire son premier plasma d'ici 2030. ITER est
un projet expérimental. Le successeur d'ITER, DEMO est prévu pour produire réellement
de l'énergie.

Pour des raisons d'ingénierie, il est nécessaire de disposer de modèles numériques pour simuler
sur ordinateur le fonctionnement des tokamaks. Le modèle mathématique fondamental pour
les plasmas est constitué des équations de Vlasov-Poisson. L'équation de Vlasov est une
équation de transport en temps posée dans un espace à 6 dimensions (espace des positions
et des vitesses) qui décrit l'évolution de la distribution des particules chargées. La force qui
accélère les particules contient deux composantes: une composante magnétique, imposée par
les bobines du tokamak et une composante électrique. Le champ électrique est donné par
l'équation de Poisson qui décrit l'évolution du potentiel électrique en fonction de la charge.
L'équation de Poisson est posée dans un espace à trois dimensions. La charge électrique
est obtenue en intégrant en vitesses la fonction de distribution des particules. Finalement,
le système de Vlasov-Poisson est un système de deux équations linéaires couplées, mais le
couplage est non linéaire. La géométrie du tokamak est relativement simple, mais c'est
surtout la géométrie du champ magnétique imposée qui �xe les trajectoires des particules.
Il est donc important de résoudre les équations sur des maillages adaptés à cette géométrie,
ce qui conduit à des schémas numériques �nalement assez complexes. Comme le système
de Vlasov-Maxwell est posé dans un espace à 6 dimensions, il est actuellement impossible
de le résoudre numériquement, même sur un supercalculateur. Par conséquent, des modèles
simpli�és ou modèles réduits ont été développés a�n de rendre les simulations faisables. Le
modèle de choix, qui nécessite encore une puissance de calcul conséquente, est le modèle
gyrocinétique qui permet de passer de 6 à 5 dimensions [5]. D'autres réductions conduisent
à des modèles encore plus simples, comme le modèle dit de drift que nous étudierons dans
cette thèse. La propriété commune des modèles réduits que nous étudierons est que ce
sont des équations de transport conservatives, dont la vitesse de transport est calculée à
partir de la solution d'une équation de Poisson. L'équation de transport conservative est
un cas particulier de système de lois de conservation hyperbolique. L'objectif de cette thèse
est donc d'étudier une nouvelle méthode numérique pour la résolution des systèmes de lois
de conservation hyperboliques. Cette méthode sera particulièrement optimisée pour être
appliquée à des équations de transport à vitesse variable pour la simulation des plasmas de
tokamak.
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2 Modélisation des conditions aux bords

Le traitement des conditions aux limites est un aspect particulièrement important dès qu'il
s'agit de réaliser des simulations dans des conditions réalistes. Pour un système hyperbolique
quelconque, le nombre de conditions à imposer en un point du bord du domaine de calcul
dépend en général de l'évolution de la solution. La façon d'imposer la condition est égale-
ment importante pour s'assurer de la stabilité et de la précision de la solution numérique. Un
schéma parfaitement stable et d'ordre très élevé dans le domaine de calcul peut facilement
retomber à l'ordre un ou devenir instable avec des conditions aux limites mal conçues. Les
conditions admissibles pour les équations de transport sont relativement simples à compren-
dre: il ne faut les imposer que sur les bords du domaine de calcul où la vitesse est rentrante.
Mais si la théorie mathématique est simple à comprendre, la pratique numérique s'avère plus
complexe.

3 Di�cultés numériques

Les problèmes de transport issus de la physique des plasmas de tokamak présentent cer-
taines caractéristiques particulières. D'une part, la taille des maillages et l'évolution rapide
des champs interdisent en pratique l'utilisation de schémas implicites pour l'équation de
transport. L'équation de Poisson nécessite la résolution d'un système linéaire à chaque
pas de temps, mais la matrice de ce système est �xée et, en général, liée à un problème
bidimensionnel dans les plans poloidaux du tokamak. Les schémas explicites imposent un
pas de temps contraint par la condition de stabilité de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL). En
pratique, cette contrainte CFL, purement numérique, peut imposer des pas de temps trop
petits par rapport à la précision requise, ce qui rend les calculs très lents. Ce problème est
particulièrement contraignant pour les particules rapides, correspondant aux queues de dis-
tribution, donc peu nombreuses, qui imposent le pas de temps à toute la simulation. D'autre
part, les solutions calculées sont souvent turbulentes et présentent donc de fortes variations
qui imposent des maillages très �ns. Il est important de maitriser aussi le signe de la fonction
de distribution, qui doit rester positive.

4 Méthodes cinétiques pour le transport

Dans cette thèse, nous allons développer une nouvelle méthode cinétique pour résoudre
les systèmes hyperboliques de lois de conservation et plus particulièrement l'équation de
transport à vitesse variable qui apparait dans les modèles de drift pour les plasmas de
tokamak. La caractéristique principale de cette méthode est qu'elle permet de construire des
schémas explicites sans CFL. Nous présenterons cette méthode, en proposerons une analyse
de stabilité, y compris en présence de conditions aux limites. En�n, nous appliquerons cette
méthode pour des modèles de drift issus de la physique des plasmas de tokamak.

Le plan du document est le suivant:

� Le Chapitre 1 constitue l'introduction de la thèse.

� Le Chapitre 2 est consacré à la description de la méthode cinétique pour représenter
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un système de lois de conservation. Dans [1], Bouchut introduit des modèles cinétiques
dont les inconnues sont des fonctions de distribution vectorielles. Ces fonctions de
distributions sont solutions d'un système d'équations de transport à vitesse constante,
couplées par des termes de retour vers des distributions d'équilibre. Avec un bon choix
de vitesses cinétiques et des fonctions d'équilibre, le modèle cinétique peut formellement
approcher n'importe quel système de lois de conservation hyperbolique.
Le modèle cinétique formel contient un terme raide de retour vers l'équilibre. Ce terme
couple toutes les équations de transport et rend la résolution numérique di�cile. A�n
de simpli�er la résolution, il est classique d'intégrer en temps le modèle par un schéma
de splitting (ou de décomposition) où, sur un pas de temps ∆t, l'on sépare les étapes
de transport libres et de relaxation locales. Nous introduisons alors le paramètre de
relaxation ω tel que 1 ⩽ ω ⩽ 2. Le choix ω = 1 correspond à retour exact à l'équilibre
à la �n de chaque transport libre (projection). Le choix ω = 2, dit de sur-relaxation,
est intéressant, car dans ce cas, le schéma de splitting est d'ordre 2 en temps. Dans
la suite du chapitre, nous introduisons quelques modèles cinétiques concrets qui seront
utilisés au cours de la thèse.

� Dans le Chapitre 3, nous utilisons la méthode de l'équation équivalente pour prouver
la validité de la construction cinétique. Nous nous limitons au cas de la sur-relaxation.
En e�et, avec ce choix, des termes raides disparaissent dans les développements de
Taylor en ∆t. Nous obtenons ainsi les équations équivalentes des modèles concrets
du chapitre 2 dans le cas de l'équation de transport à vitesse variable. Nous validons
ensuite quantitativement cette analyse sur des cas-tests simples en 2 dimensions.

� Dans le Chapitre 4, nous développons l'analyse nécessaire dans le cas 1 ⩽ ω < 2.
Dans ce cas, l'équation équivalente contient des termes raides en 1/∆t. Ce terme raide
exprime le retour rapide vers 0 de la variable d'écart à l'équilibre. Il est possible, grâce
à une analyse de Chapman-Enskog, de supprimer la variable d'écart et d'obtenir une
équation équivalente uniquement sur la variable conservative. C'est généralement cette
équation qui est directement écrite dans l'analyse habituelle (voir [3, 2], par exemple).

� Dans le Chapitre 5, nous proposons une analyse alternative a�n de modéliser l'e�et des
termes raides de l'équation équivalente au moyen d'une analyse double échelle. Cette
analyse consiste à introduire deux variables de temps pour capturer l'échelle rapide
et l'échelle lente. La solution en temps est considérée comme une fonction de deux
variables temporelles. Lorsque ∆t → 0, on montre que la solution tend au sens de la
limite double échelle vers une fonction à trois variables: le temps rapide, le temps lent
et l'espace. Il est possible d'identi�er l'EDP à trois variables satisfaite par cette limite.
Cette analyse permet de mieux comprendre ce qui se passe dans la couche limite en
temps pour des conditions initiales loin de l'équilibre.

� Dans le Chapitre 6, nous revenons à une analyse plus classique a�n d'établir des résul-
tats de stabilité du schéma cinétique avec splitting en temps. Nous rappelons d'abord
la théorie de stabilité entropique du schéma cinétique vectoriel, établie par Bouchut
[1] et étendue par Dubois [4]. Nous montrons que cette théorie s'étend au schéma avec
sur-relaxation et aux systèmes hyperboliques non linéaires. Cette analyse repose sur
un calcul d'entropies cinétiques duales. Ce calcul est en général assez compliqué. Mais
il devient beaucoup plus simple si l'on se limite à l'équation de transport conservative,
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qui est linéaire. Cette analyse permet d'analyser également la stabilité des conditions
aux limites. Nous terminions donc le chapitre avec la présentation d'une technique
qui permet d'appliquer des conditions aux limites naturelles et stables avec le schéma
cinétique vectoriel.

� Nous continuons ensuite avec le Chapitre 7, qui est le premier chapitre d'application
numérique à des calculs d'instabilités en physique des plasmas. Dans ce travail (issu
d'un article présenté à la conférence FVCA 9), nous construisons un schéma cinétique
d'ordre 4 en temps et en espace pour un modèle de centre-guide couplé à une équation
de Poisson. Pour cela, nous résolvons l'étape de transport par une transformée de
Fourier discrète et nous utilisons une technique de montée en ordre palindromique
[6]. Ce schéma nous permet de calculer avec une grande précision une instabilité de
Kelvin-Helmholtz.

� Dans le Chapitre 8, nous présentons des résultats tridimensionnels, obtenus avec le
schéma cinétique sur un modèle de drift. Le code tridimensionnel utilisé est parallélisé
de façon e�cace grâce aux bibliothèques MPI et OpenMP. L'originalité est d'utiliser des
approximations di�érentes dans les directions toroïdales et poloïdales. Dans les plans
poloïdaux, les équations cinétiques sont résolues avec des approximations de Galerkin-
Discontinu (GD) sans CFL. Cette approximation repose sur un schéma explicite basé
sur un graphe des tâches acyclique. Dans la direction toroïdale, les équations cinétiques
sont résolues avec une technique Lattice-Boltzmann. En pratique, chaque plan poloïdal
est associé à un unique noeud MPI et les décalages sont simplement des échanges
MPI entre plans poloïdaux, ce qui rend l'algorithme particulièrement simple. Ce code
optimisé nous permet de calculer des instabilités de type diocotron.

� Le Chapitre 9 conclut la thèse. Nous y présentons un travail sur la modélisation du
contrôle d'une population de moustiques par lâchers de moustiques infectés par la
bactérie Wolbachia. Ce travail est complètement indépendant du reste du manuscrit.
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5 Publications

Certains résultats de la thèse sont déjà parus dans les publications suivantes :

� M. Boileau, B. Bramas, E. Franck, R. Hélie, P. Helluy, and L. Navoret. Parallel

kinetic scheme for transport equations in complex toroidal geometry. SMAI Journal of
Computational Mathematics, Vol. 8 (2022), p. 249-271.

� M. Duprez, R. Hélie, Y. Privat, N. Vauchelet. Optimization of spatial control strategies

for population replacement, application to Wolbachia. ESAIM: Control, Optimisation
and Calculus of Variations, EDP Sciences, In press.

� R. Hélie, P. Helluy, E. Franck, L. Navoret. Kinetic over-relaxation method for the

convection equation with Fourier solver. Finite Volumes for Complex Applications IX
- Methods, Theoretical Aspects, Examples. FVCA 2020., pp.745-753, 2020, 978-3-030-
43650-6.
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