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« Approche combinatoire pour I'automatisation en Coq des preuves
formelles en géométrie d'incidence projective »

David Braun sous la direction de Pascal Schreck

Mon travail de thése s’inscrit dans la problématique trés générale de la preuve assistée par
ordinateur en se placant du point de vue méthodologique. L’objectif primaire des assistants de
preuves est de vérifier qu’une preuve €crite a la main est correcte ; la question ici est de savoir
comment a intérieur d’un tel systéme, il est possible d'aider un utilisateur a « fabriquer » une
preuve formelle du résultat auquel il s'intéresse dans un cadre donné. Ces questions autour de la
vérification de preuves --en particulier en certification du logiciel-- et au dela de leur tragabilité et
de leur lisibilité sont en effet devenues prégnantes avec I'importance qu’ont prise les algorithmes
dans notre société.

Répondre a la question de 1’aide a la preuve dans toute sa généralité est compliqué et hors de
portée d’un seul travail de theése. C’est pourquoi nous réduisons nos ambitions a la preuve en
mathématiques dans un cadre particulier qui est bien connu dans notre équipe : la géométrie et sa
formalisation dans le systéme Coq. Dans ce contexte, nous mettons premi¢rement en évidence les
niveaux auxquels on peut agir a savoir le contexte scientifique a travers les méthodes de
formalisation mais aussi le contexte méthodologique et technique au sein de l'assistant de preuve
Coq. Dans un second temps, nous essayons de montrer comment nos méthodes et nos idées sont
généralisables a d'autres disciplines. Pour simplifier, on peut dire que cette thése résulte d’une
combinaison de formalisation géométrique et de génie logiciel.

Le choix de la géométrie n’est pas innocent. En plus d’étre une branche de mathématiques
longuement étudi¢ dans notre équipe, c¢’est aussi le domaine ol les premieéres expériences
d'automatisation de preuves ont eu lieu et ce, des les années 1960. Par ailleurs, nous disposons d'une
base solide puisque les fondements de la géométrie sont étudiés depuis des siecles par de nombreux
mathématiciens (Euclide, Hilbert, Tarski, ...). Grice a ces derniers, la géométrie est devenue un
environnement bien défini et complétement caractérisé. En effet, quelques axiomes suffisent
généralement a décrire une large variété de problémes. [’axiomatique de Tarski a ¢té étudiée en
profondeur et formalisée en Coq par notre équipe. La géométrie fournit donc un cadre propice pour
I'analyse de I'automatisation. Par ailleurs, il existe encore aujourd'hui en géométrie une multitude de
problemes ouverts dont les solutions dépendent pour certains de l'avancée des prouveurs et de
['automatisation de maniere plus générale.

Afin de mieux mettre en évidence les aspects méthodologiques, nous nous plagons dans un cadre
géométrie tres simple, la géométrie d’incidence projective, qui est définie a 1’aide de points et de
droites ainsi qu'une relation d'incidence liant ces deux objets. La description axiomatique d'une telle
géométrie nécessite qu'un ensemble d'axiomes tres restreint. Pour définir la géométrie d'incidence
projective plane, nous avons uniquement besoin de 4 axiomes. Le premier indique qu'il existe
toujours une droite passant par deux points distinets. Le deuxi¢me énonce qu'il existe toujours deux
points distincts incidents a une droite. Le troisieme axiome assure qu'il existe au moins trois points
distincts non colinéaires dans le plan, enfin le caractére projectif est exprimé par le fait que deux
droites se coupent toujours.

L'approche classique de la géométrie d'incidence projective présente quelques limites au niveau
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de T'expressivité ce qui empéche d'envisager une aide a la preuve systématique et une
automatisation des preuves qui soit compléte et efficace. Nous apportons une solution alternative
¢légante en décerivant comment l'approche matroidale de la géométrie permet de capturer et de
généraliser les problémes d'indépendance linéaire que l'on retrouve dans nos problémes
géométriques. Cette approche combinatoire permet de caractériser formellement la géométrie a
travers la notion de dimension. Pour valider l'utilisation de cette approche et permetire une
traduction bilatérale entre les deux théories, nous étudions la preuve d'équivalence entre ces deux
dernieres en dimension quelconque.

Dans la suite, pour comparer et mettre en avant I'automatisation qu'il est possible d'effectuer
grace aux deux approches, nous réalisons une étude de cas dans les géométries finies qui ne
contiennent qu'un nombre fini de points. Dans ce contexte, nous identifions les mécanismes
généralistes d'automatisation permettant de contrdler les trois facteurs critiques source de
complexité a savoir la quantité d'hypotheses, le choix des tactiques et le nombre de configurations a
vérifier. Si ces facteurs ne sont pas maitrisés le systéme aboutit trés rapidement a une explosion
combinatoire du nombre de configurations a traiter et donc a une saturation de la mémoire.
L'optimisation simple mais pertinente de ces mécanismes permet d'obtenir efticacement des preuves
hautement combinatoire que les géométries finies sont des modéles de la géométrie d'incidence
projective ol la propriété de Desargues est vérifiable.

Apres avoir étudié les performances de l'assistant de preuve Coq pour formaliser des géométries
finies complétement caractérisées, nous nous intéressons dans un cadre plus général a
l'automatisation des preuves en géométrie d'incidence projective. Un prouveur généralisé s'appuyant
sur le principe de saturation des hypotheses est congu afin de résoudre des problémes d'incidence en
géomeétrie projective mais aussi affine. Cet outil d'aide a la preuve permet de suggérer des pistes, de
mécaniser et de vérifier automatiquement les raisonnements les plus simples de notre théorie
laissant comme tache a I'utilisateur de créer les nouveaux points dans I'énoncé géométrique.

Nous détaillons dans cette thése un premier prototype de ce prouveur avec la description de son
fonctionnement global. La premiére partie de ce prouveur, qui est un programme externe, applique
un algorithme de saturation s'appuyant sur les propriétés matroidales de I'approche combinatoire de
la géométrie. Si cette saturation est un succes, le programme externe généere dans un second temps
un certificat contenant la preuve du théoréme analysé qui est ensuite validé par l'assistant de preuve
Coq.

Dans le but d'améliorer les performances globales en temps d'exécution et en mémoire du
prouveur, nous évaluons les complexités des différentes étapes. Différentes optimisations du
pipeline sont ainsi mises en place tel qu'un mécanisme de scission automatique des preuves ou une
heuristique de coloration.

Tous les résultats obtenus grace a ce prouveur sont résumés dans un catalogue d'exemples
contenant des configurations géométriques de plus en plus complexes. Nous examinons les
performances et les limites de nos différentes optimisations en étudiant la génération automatique
des preuves de théorémes complexes tel que le théoréme de Desargues, la configuration du
conjugué harmonique ou le théoreme de Dandelin-Galluci.

Au final, cette thése permet de mettre en place les premiers jalons pour une aide a la preuve
efficace dans un contexte géométrique simple mais omniprésent. A travers deux approches
complémentaires de la géométrie, nous fournissons a l'utilisateur des principes généraux et des
outils facilitant I'élaboration de preuve formelle. Les mécanismes d'ingénierie de la preuve associés
a la construction d'un prouveur généralisé¢ ont permis de produire automatiquement des preuves
toujours plus conséquentes de théorémes géométriques complexes.
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