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Le bas du spectre des opérateurs de Toeplitz

Alix Deleporte

Résumé

On étudie, dans la limite semi-classique, les opérateurs de Toeplitz qui sont ob-
tenus par quantification sur des variétés complexes compactes. Cette étude est mo-
tivée par l’exemple physique des systèmes de spins, où la limite semi-classique cor-
respond à une limite des spins grands. On cherche à mettre en évidence des effets
de sélection quantique, où les fonctions propres de petite énergie se concentrent
seulement en certains points parmi ceux où l’énergie classique est minimale. De
tels effets ont été mis en évidence par Helffer et Sjöstrand pour les opérateurs
de Schrödinger, quand le lieu d’énergie classique minimale est régulier. Nous dé-
montrons qu’un effet similaire de sélection quantique apparaît en quantification
Toeplitz, dans un cadre géométrique plus général. Dans les exemples physiques
(Kagome AntiFerro), le lieu minimal est une variété stratifiée (comme le bord d’un
hypercube, par exemple), ce qui justifie une approche où la structure précise de ce
lieu minimal est quelconque.

On cherche aussi à obtenir des estimées les plus précises possibles sur la dé-
croissance de l’état fondamental (fonction propre associé à la plus petite valeur
propre), loin du lieu prescrit par la sélection géométrique. La distance typique à
partir de laquelle l’état fondamental décroît dépend de la géométrie du problème,
et on obtient que la décroissance est exponentiellement rapide quand le symbole a
une régularité analytique.

1 Le cadre

Plusieurs groupes de physiciens théoriciens ont prédit que le comportement ma-
gnétique à basse énergie de certains cristaux était non conventionnel, à cause d’une
dégénérescence du problème classique. C’est le cas par exemple du modèle de Hei-
senberg antiferromagnétique sur le réseau Kagome. Le système devrait se comporter
comme un liquide de spins, un état thermodynamique qui n’a pas encore été observé
expérimentalement.

On cherche à comprendre comment le problème classique, d’une part, et le pro-
blème quantique dans la limite des grands spins, d’autre part, sont en correspondance.
Pour cela, nous utilisons le formalisme de la quantification de Toeplitz (dont les mo-
dèles avec un nombre fini de spins sont des cas particuliers) pour mettre en évidence
des propriétés du système quantique ; en l’occurence, il s’agit de montrer que la dé-
générescence du problème classique est partiellement levée quand on considère le
problème quantique associé. On parle alors de sélection quantique [5]. On sait déjà
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que cette sélection quantique a lieu pour les opérateurs de Schrödinger [6] ; mais le
contexte mathématique est ici différent, et en particulier, le critère de sélection quan-
tique n’est pas tout à fait le même pour la quantification de Toeplitz. On montre que
l’état quantique correspondant à l’énergie la plus faible, qui se concentre vers le lieu
où l’énergie classique est minimale, est en réalité concentré sur une sous-partie de ce
lieu.

2 Sélection quantique dans des puits

Le cadre le plus simple de la sélection quantique dans le cadre des opérateurs de
Toeplitz, qui correspond à l’article [6] traitant des opérateurs de Schrödinger, fait l’ob-
jet d’un article accepté [1]. Les techniques utilisées sont élémentaires ; un sous-produit
intéressant de ce travail semble être que certains arguments utilisés (en particulier
pour la vitesse de concentration) sont directs pour cette quantification, alors qu’ils
sont plus délicats en quantification de Weyl.

3 Sélection quantique dans des minipuits

Notre principale motivation physique [5] nous a poussé à étendre la transposition
des travaux de Helffer et Sjöstrand au cas où l’ensemble minimal est une union de
variétés isotropes transverses.

Ici, les différences entre quantification de Toeplitz et quantification de Weyl se font
sentir puisque les « modes lents » vont aussi contribuer directement à la localisation,
avec des vitesses de concentration qui varient en fonction des exemples de base consi-
dérés.

Des arguments élémentaires, similaires au cas des puits, conduisent à une version
faible de la sélection quantique (sans pouvoir mesurer la vitesse de concentration).
Pour pouvoir dire des choses plus précises, il faut utiliser un argument de forme nor-
male. La forme normale du symbole (un changement de variable respectant la géomé-
trie du problème classique) est déjà non-triviale, d’autant que cette question n’est pas
ou peu traitée dans la littérature (le cadre de l’article [7] est très particulier d’un point
de vue géométrique). À partir de là, on trouve une forme normale de l’opérateur, dont
on a déduit des résultats précis sur le comportement du bas du spectre. Cette étude est
valide tant dans le cas d’un lieu minimal régulier que d’un point de croisement, une si-
tuation qui arrive dans les exemples physiques considérés. Ces résultats sont contenus
dans les articles [2, 3].

4 Estimées exponentielles

Les résultats précédents ne donnent que des estimations surpolynômiales en le
paramètre semiclassique : quand le spin N tend vers +∞, on sait juste dire si une
quantité est plus petite que N−K pour tout entier K. Pour arriver à des estimées plus
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fines comme O(e−cN), il faut supposer que les fonctions considérées sont non seule-
ment infiniment dérivables, mais encore analytiques. Les outils utilisés changent alors
complètement, et la théorie est encore incomplète dans le cas de la quantification de
Weyl [8]. Dans [4], on développe un calcul analytique adapté au cadre des opérateurs
de Toeplitz. Un cas simple est celui où la géométrie de la variété associée est homo-
gène ; c’est le cas des systèmes de spins. Dans le cas général, on arrive à étudier un
calcul analytique des opérateurs de Toeplitz, et en particulier, d’obtenir des informa-
tions exponentiellement précises sur le Noyau de Szegő. Ces estimées fines permettent
notamment d’étudier l’effet tunnel dans les exemples physiques.

Références

[1] Alix Deleporte. Low-energy spectrum of Toeplitz operators : The case of wells.
Journal of Spectral Theory (accepted), 2016.

[2] Alix Deleporte. Low-energy spectrum of Toeplitz operators with a miniwell.
arXiv :1610.05902 [math-ph], October 2016.

[3] Alix Deleporte. Quantum selection for spin systems. arXiv :1808.00718 [math-ph],
2018.

[4] Alix Deleporte. Toeplitz operators with analytic symbols. In progress, 2018.

[5] Benoît Douçot and Patrice Simon. A semiclassical analysis of order from disorder.
Journal of Physics A : Mathematical and General, 31(28) :5855, 1998.

[6] Bernard Helffer and Johannes Sjöstrand. Multiple wells in the semi-classical limit
I. Communications in Partial Differential Equations, 9(4) :337–408, 1984.

[7] Bernard Helffer and Johannes Sjöstrand. Puits multiples en limite semi-classique
V : Étude des minipuits. Current topics in partial differential equations, pages 133–
186, 1986.

[8] André Martinez. An Introduction to Semiclassical and Microlocal Analysis. 2002.
Universitext. Springer, 2002.

Liste des travaux

1. Alix Deleporte. Low-energy spectrum of Toeplitz operators : The case of wells.
Journal of Spectral Theory (accepted), 2016.

2. Alix Deleporte. Low-energy spectrum of Toeplitz operators with a miniwell.
arXiv :1610.05902 [math-ph], October 2016.

3. Alix Deleporte. Quantum selection for spin systems. arXiv :1808.00718 [math-
ph], 2018.

4. Alix Deleporte. Toeplitz operators with analytic symbols. In progress, 2018.

3


