
Résumé de la thèse :

“Représentations associées à des graduations d’algèbres de
Lie et d’algèbres de Lie colorées.”

Philippe Meyer sous la direction de Marcus Slupinski

Cette thèse se place dans le contexte d’un principe de reconstruction d’un objet ma-
thématique à partir de fragments de cet objet. Supposant que l’on brise en morceaux une
structure possèdant certaines symétries, il se pose deux questions : comment les morceaux
encodent-ils le fait qu’ils proviennent d’une structure mathématique supérieure ? comment
effectuer la reconstruction à partir des morceaux ?

B. Kostant a étudié un exemple de ce problème dans le contexte des Z2-graduations des
algèbres de Lie quadratiques (voir [Kos56], [Kos99]). Une Z2-graduation d’une algèbre de
Lie quadratique g̃ est une décomposition orthogonale de la forme g̃ = g⊕V telle que g soit
une sous-algèbre de Lie quadratique de g̃, telle que V soit une représentation orthogonale
de g et telle que [V, V ] ⊆ g.

Kostant s’est posé la question : quelle est la donnée sur une représentation orthogonale
V d’une algèbre de Lie quadratique g qui permet de reconstruire un tel crochet de Lie sur
l’espace vectoriel g⊕ V ?

Il a d’abord montré qu’un tel crochet est entièrement déterminé par “l’application mo-
ment”

µ : V × V → g

associée à la représentation. Puis, réciproquement, il a montré que le crochet défini par le
moment d’une représentation orthogonale V est un crochet de Lie Z2-gradué si et seulement
si un certain invariant à valeurs dans l’algèbre de Clifford C(V ) s’annule.

Sur le corps des réels, le cas où g est une somme directe d’une algèbre de Lie compacte
h et de l’algèbre de Lie su(2) et où la forme quadratique sur V est un produit scalaire a
été étudié en détails dans [MS13].

Sur un corps k de caractéristique différente de 2 et 3, le cas où g est une somme
directe d’une algèbre de Lie h et de l’algèbre de Lie sl(2, k) et où V est le produit tensoriel
d’une représentation symplectique de h et de la représentation naturelle symplectique k2

de sl(2, k) a été étudié en détails dans [SS15].

B. Kostant a ensuite étendu ces résultats aux représentations symplectiques d’algèbres
de Lie quadratiques provenant de la Z2-graduation canonique d’une superalgèbre de Lie
superquadratique (voir [Kos01]). Dans ce cas, l’invariant pertinent est un élément d’une
algèbre de Weyl plutôt que d’une algèbre de Clifford. Voir aussi [CK15] pour le cas des
représentations superquadratiques des superalgèbres de Lie.

Bien que le but initial de la thèse ait été de comprendre le lien entre les reconstructions
considérées dans [MS13] et [SS15], son contenu se porte en grande partie (chapitres 3,4 et
5) sur une généralisation du problème de reconstruction de B. Kostant au cas des repré-
sentations d’algèbres de Lie colorées. Une algèbre de Lie colorée est une généralisation des
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algèbres de Lie et des superalgèbres de Lie introduite par M. Scheunert (voir [Sch79]). Les
autres chapitres de la thèse traitent respectivement d’algèbres de Lie simples de dimension
3, et de superalgèbres de Lie dont la partie paire est une algèbre de Lie simple de dimension
3. Ils peuvent être lus indépendamment.

Nous allons maintenant donner une description plus détaillée du contenu des chapitres
de cette thèse.

Dans la comparaison des graduations d’algèbres de Lie étudiées dans [MS13] et [SS15],
on remarque qu’une algèbre de Lie simple de dimension 3 joue un rôle important. Ainsi,
l’objet du premier chapitre est l’étude de la structure des algèbres de Lie simples de di-
mension 3 sur un corps k de caractéristique différente de 2.

Dans la première moitié de ce chapitre nous :

• rappelons une forme normale d’une algèbre de Lie simple de dimension 3 (voir
[Jac58]) ;

• caractérisons les formes quadratiques ternaires qui sont des formes de Killing d’une
algèbre de Lie simple de dimension 3 ;

• donnons la construction explicite d’une algèbre de Lie simple de dimension 3 à partir
d’un trivecteur et d’une forme de Killing ;

• construisons l’algèbre de quaternions associée à une algèbre de Lie simple de dimen-
sion 3.

Dans la deuxième moitié du premier chapitre, on donne un procédé pour obtenir une
algèbre de Lie simple non-déployée de dimension 3 à partir de sl(2, k) en s’inspirant de la
construction de su(2) à partir d’une involution de Cartan de sl(2,R). Pour cela, on part de
sl(2, k) muni d’une involution σ telle que ad(X) n’est pas diagonalisable pour tout point
fixe X de σ.

On démontre que l’algèbre de Lie obtenue par notre procédé est non-déployée si et
seulement si K(X,X)

2 n’est pas une somme de deux carrés dans k pour tout point fixe X de
σ (K désignant la forme de Killing de sl(2, k)). Les algèbres de Lie simples de dimension
3 non-déployées que l’on peut obtenir grâce à ce procédé sont caractérisées par le fait que
leur forme de Killing est anisotrope et représente −2. Pour les corps locaux et globaux,
on caractérise ces algèbres de Lie aussi en termes de symbole de Hilbert et de symbole
de Legendre. On donne des exemples explicites d’algèbres de Lie simples de dimension 3
rationnelles non-déployées qui peuvent et ne peuvent pas être obtenues par ce procédé.

Dans la continuité du premier chapitre et du thème général de la thèse, celui de re-
construire une structure d’algèbre de Lie (colorée) via une représentation g → End(V ),
nous étudions dans le deuxième chapitre les représentations s → End(V ) des algèbres de
Lie s simples de dimension 3 définissant une structure de superalgèbre de Lie sur l’espace
vectoriel s⊕ V . Toutefois dans ce chapitre nous ne supposons pas que la représentation V
est symplectique.

La difficulté ici est de traiter le cas où le corps k est de caractéristique positive car
la théorie des représentations de sl(2, k) en caractéristique positive est bien plus com-
pliquée qu’en caractéristique zéro. Après avoir rappelé certains résultats sur la structure
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des représentations de sl(2, k) en caractéristique positive, nous démontrons le théorème de
classification suivant :

Théorème Soit k un corps de caractéristique différente de 2 et 3. Soit g = g0 ⊕ g1 une
superalgèbre de Lie sur k de dimension finie telle que g0 est une algèbre de Lie simple de
dimension 3 et soit

Z(g) := {x ∈ g | {x, y} = 0, ∀y ∈ g}.

Alors, il y a trois cas :

a) {g1, g1} = {0} ;

b) g ∼= g0 ⊕ (g0 ⊕ k)⊕Z(g) ;

c) g ∼= ospk(1|2)⊕Z(g).

Le principe de la preuve est d’abord de démontrer ce résultat sur un corps algébri-
quement clos quand la partie paire est déployée et puis d’utiliser des résultats assez gé-
néraux pour passer à un corps non-algébriquement clos. En caractéristique 3 un contre-
exemple à cette classification est donné, tandis qu’en caractéristique 2 un contre-exemple
avec g0 = sl(2, k) est aussi proposé, bien que sl(2, k) ne soit plus simple.

Dans la suite de la thèse, on passe à la généralisation du problème de Kostant au cadre
des représentations d’algèbres de Lie colorées.

Le troisième chapitre est consacré au développement de l’outil nécessaire à l’étude
de ce problème : l’algèbre multilinéaire dans la catégorie des espaces vectoriels gradués
par un groupe abélien Γ. Après les définitions et quelques exemples d’espaces vectoriels
et d’algèbres gradués par un groupe abélien Γ, on rappelle la définition d’un facteur de
commutation ε : Γ × Γ → k (voir [Bou98]). Un facteur de commutation permet de définir
pour les espaces vectoriels Γ-gradués une notion d’application multilinéaire ε-symétrique
ou ε-antisymétrique qui prend compte de la Γ-graduation. On définit ensuite la ε-algèbre
extérieure Λε(V ) d’un espace vectoriel Γ-gradué V qui généralise l’algèbre extérieure usuelle.
Nous définissons un produit tensoriel ⊗̂ pour les algèbres Γ-graduées qui permet notamment
de montrer que si V et W sont des espaces vectoriels Γ-gradués, alors on a un isomorphisme
naturel :

Λε(V ⊕W ) ∼= Λε(V )⊗̂Λε(W ).

De même il permet de montrer l’isomorphisme naturel des ε-algèbres de Clifford :

Cε(V ⊥W ) ∼= Cε(V )⊗̂Cε(W )

où V et W sont des espaces vectoriels Γ-gradués munis de formes ε-quadratiques. Ces
isomorphismes résument et généralisent tous les isomorphismes qui expriment l’algèbre ex-
térieure (resp. symétrique, de Clifford, de Weyl) usuelle d’une somme en termes du produit
des algèbres extérieurs (resp. symétriques, de Clifford, de Weyl) usuelles des facteurs.

Ensuite on s’intéresse aux algèbres de Lie colorées. Une algèbre de Lie (Γ, ε)-colorée (par
la suite on dira colorée seulement) est un espace vectoriel Γ-gradué g muni d’un crochet
bilinéaire sur g qui est ε-antisymétrique et qui satisfait à l’identité de Jacobi :

ε(z, x){x, {y, z}}+ ε(x, y){y, {z, x}}+ ε(y, z){z, {x, y}} = 0 ∀x, y, z ∈ g.
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Les algèbres de Lie et les superalgèbres de Lie sont des algèbres de Lie colorées. On donne
aussi des exemples d’algèbres de Lie colorées“classiques”et nous définissons les notions d’al-
gèbre de Lie colorée ε-quadratique et de représentation ε-orthogonale ρ : g→ soε(V, ( , ))
d’algèbre de Lie colorée. Notons que les représentations orthogonales et les représentations
symplectiques d’algèbres de Lie sont des représentations ε-orthogonales en ce sens mais
pour des choix différents de (Γ, ε).

A une telle représentation ρ : g → soε(V, ( , )V ) est associée une application µ :
Λ2
ε (V )→ g, appelée “application moment”, par la formule

(x, µ(u ∧ v))g = (ρ(x)(u), v)V ∀x ∈ g, ∀u, v ∈ V.

C’est cette application qui va jouer un rôle central dans le quatrième chapitre. Nous mon-
trons que le produit tensoriel de deux représentations ε-orthogonales est ε-orthogonale, et
que l’application moment du produit est le produit des applications moments en un sens
précis.

Au début du quatrième chapitre, on rappelle le travail originel de Kostant (voir [Kos99],
[Kos01]) quant au problème de reconstruction d’une algèbre de Lie Z2-graduée (resp. su-
peralgèbre de Lie) à partir d’une représentation orthogonale (resp. symplectique) V d’une
algèbre de Lie quadratique g.

Nous démontrons :

Théorème. Soit ρ : g→ soε(V, ( , )V ) une représentation ε-orthogonale d’une algèbre de
Lie colorée ε-quadratique et soit µ : Λ2

ε (V )→ g l’application moment associée.

a) S’il existe une structure d’algèbre de Lie colorée ε-quadratique { , } sur g ⊕ V qui
étend le crochet de g, l’action de g sur V et telle que {V, V } ⊆ g, alors

{v, w} = µ(v, w) ∀v, w ∈ V.

b) Soit g̃ := g⊕V et soit { , } : g̃×g̃→ g̃ l’unique application bilinéaire ε-antisymétrique
qui étend le crochet de g, l’action de g sur V et telle que

{v, w} = µ(v, w) ∀v, w ∈ V.

Alors ce crochet définit une structure d’algèbre de Lie colorée ε-quadratique sur g̃ si
et seulement si la norme du moment µ ∧ µ ∈ Λ4

ε (V )∗ s’annule.

Dans le cas des représentations orthogonales (resp. symplectiques) des algèbres de Lie
quadratiques, après identification de l’algèbre extérieure (resp. symétrique) avec l’algèbre
de Clifford (resp. Weyl), ce résultat implique les résultats de B. Kostant.

Ensuite on étudie les applications du théorème ci-dessus au cas où g = g1 ⊕ g2 est une
somme directe d’algèbres de Lie colorées ε-quadratiques et où V = V1⊗̂V2 est un produit
tensoriel de représentations ε-orthogonales de g1 et de g2 respectivement. La motivation en
est qu’il existe des algèbres de Lie exceptionnelles Z2-graduées g̃ = g ⊕ V où g et V sont
de cette forme (voir [SS15]) et on pourrait aussi espérer trouver des nouveaux exemples
d’algèbres de Lie colorées “exceptionnelles” de cette manière.

Cependant, nous démontrons que si (g2, V2) est égal à (soε(V2), V2) et si g̃ est une al-
gèbre de Lie colorée ε-quadratique, alors g̃ est isomorphe à soε(V1 ⊥ V2) sauf si (g2, V2) est

4



isomorphe à (sl(2, k), k2) et le moment de (g1, V1) satisfait à une identité. De telles repré-
sentations de g1 sont appelées représentations ε-orthogonales spéciales et généralisent les
représentations symplectiques spéciales d’algèbres de Lie considérées dans [SS15]. Remar-
quons que si une représentation orthogonale V1 d’une algèbre de Lie g1 est ε-orthogonale
spéciale, l’algèbre de Lie colorée associée g̃ := g⊕ sl(2, k)⊕V1⊗ k2 est une superalgèbre de
Lie. On en verra des exemples dans le chapitre 5.

Les représentations spéciales symplectiques d’algèbres de Lie admettent trois covariants
(dont le moment) qui sont des fonctions polynômiales sur l’espace de la représentation et
satisfont à des identités de Mathews (voir [SS15]). Nous définissons des analogues des trois
covariants pour les représentations ε-orthogonales spéciales d’algèbres de Lie colorées, et
établissons des identités de Mathews correspondantes. Une particularité de ces identités est
que pour les formuler on doit étendre la notion de composition de fonctions polynômiales
à une notion de composition de formes multilinéaires ε-antisymétriques.

Dans le cinquième et dernier chapitre, afin d’illustrer les résultats obtenus dans les
chapitres précédents, on donne des exemples de représentations ε-orthogonales spéciales
et on identifie les algèbres de Lie colorées associées. Les représentations ε-orthogonales
spéciales semblent être rares parmi toutes les représentations ε-orthogonales et dans la
pratique il est difficile de montrer qu’une représentation ε-orthogonale donnée est spéciale.

On donne d’abord deux exemples de représentations ε-orthogonales spéciales associés à
certaines graduations d’algèbres de Lie colorées classiques. Puis on montre que :

• la représentation sl(2, k)× sl(2, k)→ so(k2 ⊗ k2) ;

• la représentation fondamentale de dimension 7 d’une algèbre de Lie de type G2 ;

• la représentation spinorielle de dimension 8 d’une algèbre de Lie de type so(7) dont
cette représentation est définie sur k

sont des représentations ε-orthogonales spéciales. Elles correspondent respectivement aux
superalgèbres de Lie exceptionnelles

• D(2, 1, α) ;

• G3 ;

• F4.

Si k = C, il est connu que D(2, 1, α), G3 et F4 sont les seules superalgèbres de Lie
simples exceptionnelles de dimension finie (voir [Kac75]).

Ce travail a donné lieu à une prépublication nommé “Classification of finite-dimensional
Lie superalgebras whose even part is a three-dimensional simple Lie algebra over a field of
characteristic not two or three” disponible sur arxiv (référence 1709.02947) ainsi qu’à un
séminaire intitulé “Lie superalgebras over a field of characteristic not two or three, whose
even part is a three-dimensional simple Lie algebra” le 16/11/2017 à Nancy dans le cadre
du colloque SL(2,R).
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