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THEORIE DES N(EUDS ET VARIETES AMASSEES

NICOLAS PASTANT

1. INTRODUCTION

L’objet de la these est d’établir des liens entre la théorie des nceuds d’une part et
la théorie des variétés amassées d’autre part. L’observation initiale est la suivante :
Cohen, Dasbach et Russel expriment dans [4] le polynome d’Alexander [1] d’un
nceud comme la fonction de partition de dimeres d’un graphe biparti pondéré associé
a un diagramme du nceud. Or, comme démontré dans [8] par Goncharov et Kenyon
I'espace de modules des fibrés en droites avec connexion discrete sur un graphe
biparti plongé a une structure de variété amassée. Dans notre travail nous avons
cherché a comprendre et exploiter cette relation ainsi qu’a la généraliser a d’autres
objets.

2. FONCTION DE PARTITION DE DIMERES ET POLYNOME D’ALEXANDER

Afin de comprendre comment la structure de variété amassée intervient dans
le contexte du polynéme d’Alexander, nous avons reformulé la construction de
[4] de maniére topologique. Nous interprétons le graphe biparti associé a un dia-
gramme de nceud comme encodant une décomposition cellulaire de I'extérieur du
neeud. La pondération du graphe correspond alors a la différentielle en homologie du
revétement maximal abélien (libre) de 'extérieur du neeud (pour un certain choix
de relevés des cellules dans ce revétement). Nous interprétons alors la fonction de
partition comme un calcul partiel de la torsion de Reidemeister de 'exterieur du
nceeud. Ce point de vue permet d’étendre la modele aux entrelacs, de donner une
interprétation aux régions étoilées de [4] et de redonner une interprétation au terme
correctif intervenant dans la formule permettant de calculer le polynome d’Alexan-
der d’un noeud a partir de la représentation de Burau d’une tresse dont le noeud
est la cloture.

3. REPRESENTATION DE BURAU ET SOUS-VARIETES AMASSEES DE CELLULES DE
BRUHAT DOUBLES

Il y a une correspondance entre graphes bipartis plongés et certains diagrammes
introduits par Dylan Thurston dans [13]. Fock et Marshakov utilisent dans [6] des
diagrammes de Thurston pondérés pour donner une description visuelle, dans le
cas de la série A,,, de la paramétrisation amassée des cellules de Bruhat doubles
décrite dans [5] par Fock et Goncharov. Nous associons & une tresse un diagramme
de Thurston, pondéré de maniere analogue au cas des nceuds dans la section
précédente. Les sous-variétés amassées ainsi obtenues correspondent par 1'appli-
cation d’évaluation de [5] & une sur-représentation de la représentation de Burau
réduite [3]. Nous généralisons la construction précédente dans le cas correspondant
aux tresses colorées en pondérant les diagrammes de Thurston correspondants avec
une variable par brin, les sous-variétés obtenues correspondent par ’application
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d’évaluation a des matrices contenant comme sous-matrices les matrices de Burau
a plusieurs variables de Morton [10]. Nous étudions les propriétés de Poisson de ces
sous-variétés.

4. ENLACEMENTS D’INTERVALLES, GRAPHES BIPARTIS PONDERES OUVERTS ET
FONCTION DE PARTITION GENERALISEE

Dans [6], les auteurs considérent des graphe bipartis, dits ouverts, admettant des
sommets spéciaux univalents et définissent une fonction de partition généralisée
pour de tels graphes. Nous généralisons, en un certain sens, les constructions de
la section précédente aux enlacements d’intervalles. Nous associons a un tel objet
un graphe biparti pondéré ouvert. A renormalisation pres, la fonction de partition
généralisée est invariante pour les mouvements de Reidemeister et correspond a
la fonction génératrice des mineurs de matrices analogues a celles construites par
Kirk, Livingston et Wang dans [9]. Nous considérons aussi la possibilité d’étendre
cette construction au enchevétrements. Nous discutons également d’une possible
interprétation en termes de la théorie de Morse discrete de Forman [7].

5. REPRESENTATION DE BURAU DU GROUPE DE TRESSES DANS LE CYLINDRE
EPAISSI

Dans leur papier [6], Fock et Marshakov considérent aussi des diagrammes de
Thurston sur un cylindre dans le cadre de ’algebre de Lie affine A,. En associant
a une tresse dans le cylindre épaissi un diagramme de Thurston sur le cylindre,
pondéré de maniere analogue a la section 3, nous obtenons une sous variété amassée
dont I'application d’évaluation produit une représentation projective du groupe de
tresses dans le cylindre épaissi. Cette représentation projective se releve en une
représentation de ce groupe.

6. REPRESENTATION DES GROUPES DE TRESSES GENERALISES

Nous avons jusqu’a présent considéré des généralisations des constructions de la
section 3 a d’autres types d’objets noués. Une généralisation dans une autre direc-
tion consisterait a mimer la construction pour les groupes de tresses associés aux
autres algebres de Lie semi-simples simplement lacées. Nous discutons dans quelle
mesure une généralisation directe n’est pas possible. Cependant en utilisant les dia-
grammes d’Allcock [2] pour les groupes de tresses généralisés nous construisons des
représentations de ces groupes en utilisant des diagrammes de Thurston similaires
a ceux considérés précédemment.

7. DIAGRAMMES DE THURSTON DUAUX ET TRESSES

Il existe une certaine notion de dualité pour les diagrammes de Thurston. En as-
sociant a une tresse le diagramme de Thurston dual a celui considéré précédemment
et en pondérant les diagrammes de sorte que l'application d’évaluation sur les
sous-variétés amassées correspondantes soit stable pour les mouvements de Rei-
demeister, nous obtenons une représentation du groupe de tresses qui généralise la
représentation de Burau non réduite.
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8. CAS DUAL POUR LES N(EUDS

Nous traduisons la situation duale de la section précédente en termes de graphes

bipartis pondérés dans le cas des noeuds et étudions la fonction de partition associée.

9. RELATION AVEC L'HOMOLOGIE DE HEEGAARD-FLOER DES NEUDS

L’homologie de Heegaard-Floer des noeuds, introduite indépendamment par Ozs-

vath, Szabo [11] et Rasmussen [12], catégorifie le polynéme d’Alexander. Nous pro-
posons une variante de la construction de la section 2, plus proche des idées de cette
théorie, nous interpretons le graphe biparti plongé comme encodant un scindement
de Heegaard de la sphere de dimension 3 adapté au noeud. Dans ce contexte le
graphe biparti est plongé dans une surface de genre strictement positif.
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