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L’un des problemes centraux en théorie de I’homotopie stable est le calcul des
groups d’homotopie des spectres finis, notamment ceux de la sphere S°. D’apres
les travaux de Serre dans les années 50, les groupes d’homotopie de la sphere
sont finiment engendrés. Par conséquent, il suffit de comprendre la localisation
des spectres en chaque nombre premier a la fois.

Le début de la théorie de I’homotopie chromatique a I’ origine dans les travaux
d’Adams sur I'image de I’homomorphisme de J, qui constitue une premiere fa-
mille infinie des éléments nontriviaux des groupes d’homotopie de la sphere; et
puis de Miller, Ravenel, Wilson qui en ont construit, entre autres, une deuxieme
famille des éléments nontriviaux. Ces familles sont connues sous le nom des
familles périodiques. A 1’issue de leurs travaux, Ravenel a publié une série de
conjectures qui prédisaient des comportements de 7, (S ?p)), les groupes d’homoto-
pie de sphere localisée au nombre premier p. Par la suite, la plupart de ces conjec-
tures ont été démontrées par Hopkins et ses collaborateurs dans les années 80,
posant des premiers jalons pour cette approche chromatique. Nous en citons deux
qui ont motivé cette these. Le premier théoreme est la convergence chromatique
qui dit que la sphere localisée en p peut €tre reconstruit comme une limite homo-
topique de la localisation de Bousfield par rapport a des E-théories de Morava.
Notons L,, pour la localisation de Bousfield par rapport a la n-ieme E-théorie de
Morava.

Theorem 0.0.1 (Hopkins-Ravenel). Soit X un spectre fini p-local. Il y a une équi-
valence homotopique X — holim L, X.

Le deuxieme théoreme vise a décrire L,, de maniere récurrente a partir des
localisations par rapport aux K-théorie de Morava. Notons K (n) la n-ieme K-
théorie de Morava.

Theorem 0.0.2. Le carré commutatif suivant est une tirée-en-arriére homoto-
pique

L,X L, 1 X

| |

Lgm)yX — L1 Lgmn)X.



En vue de cette description structurelle des spectres finies, des calculs expli-
cites des groupes d’homotopie de ces localisations, qui sont a priori plus maniable,
€lucideraient ceux de la sphere. A titre d’exemple, au nombre premier p=2, les
groupes d’homotopie de Ly 1)S° détectent essentiellement 1’image de 1"homo-
morphism J.

Cette these s’intéresse a la catégorie des spectres K(2)-locaux au nombre pre-
mier 2. Son objectif primaire est de pousser notre connaissance explicite sur les
groupes d’homotopie de L K(Q)S&), la sphere 2-locale localisée en K'(2).

Afin d’introduire plus précisément 1’objet de cette these, nous introduisons
quelques notations.

Spectre de Lubin-Tate. Il existe une théorie de cohomologie généralisée - telle
que
e Be = W(Fy)[[w]][u™]

avec |uj| = 0 and |u| = —2. De plus, E- admet une action & homotopie prés du
groupe de stabilisateur de Morava étendu G- = S x Gal ou Gal est le groupe de
Galois de I’extension de I sur [, . La théorie d’obstruction de Goerss-Hopkins-
Miller affirme que cette action peut €tre rigidifiée en une action stricte, c’est-a-
dire, une action dans certaine catégorie de model des spectres.

Spectres de point fixe homotopique. Par la suite, Devinatz et Hopkins a construit
le spectre de point fixe homotopique continu E" pour tout sous-groupe fermé F
de G¢. Ils ont montré, entre autres, que

Li@S° = E5°.

Notons par S}, le noyau du déterminant réduit S¢ — Z. Il est une conséquence
du travail de Devinatz-Hopkins qu’il y a une suite de cofibration

hSc hSg hSE
Eo¢ = E-° — E-°.

£ . hS} . .
Par conséquent, une étude de E “ est un premier pas crucial vers LK(Q)SO.
. , . hSL . o
Un calcul direct des groupes d’homotopie £ “ s’avérant complexe, il est judi-

. o o . hSL
cieux, dans une premiere approximation, de comprendre le produit smash de £
avec des spectres finis. Dans cette thése, nous nous intéressons aux spectres A(1)
construits par Davis et Mahowald.

Les spectres A(1). Les spectres A(1) sont construits via des suites de cofibra-
tion successives. D’abord, soit V' (0) le cofibre de la multiplication avec 2 sur le

spectre des spheres.
X2

SO 25 8% — v(0). (1)
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Ensuite, la composition S* 2 S° % V(0) ol ;7 est un élément de Hopf et ¢
inclusion de la cellule la plus basse dans V'(0), s’étend en un morphism XV (0) —
V(0), dont le cofibre est appelé YV’

SV (0) 25 V(0) = Y. 2)

Le spectre Y est un spectre de type 1. Davis et Mahowald a montré qu’il ad-
mettait un vy-self map : v; : 3*Y — Y dont le cofibre est noté par A(1). En
fait, il y a 8 choix différents pour vy, ce qui induisent 4 types d’homotopie diffé-
rents pour A(1). Notons par A;[00], A;[11], A;]01], A;[10] ces quatre différents
models de A(1). Quand nous traitons ces quatre spectres en méme temps, sous
utilisons la notation A(1). Il a été démontré par Bhattacharya, Egger, Mahowald
que A(1) admets un (v5)3?-selfmap, ¢’est-a-dire, qui induit la multiplication par
vg’Q en K (2).-homologie, la seconde K -théorie d’homologie de Morava.

Résolution et suite spectrale de dualité. Un des outils puissants pour analy-
ser des groupes d’homotopie de Egslc sont des résolutions finies du dernier par
des spectres de K-théories réelles supérieures, ou des spectres de point fixe ho-
motopique de E¢- par des sous-groupes finis de G. Une résolution que nous al-
lons exploiter est la résolution de dualité due a Goerss-Henn-Mahowald-Rezk and
Bobkova-Goerss. 1l existe une suite de morphismes de spectres

Egsé — 50 6—1> & 6—2> &y 6—3> 53 3)

ol £ = EhCxn gy = 8phGu g — £, = E"C qui peut étre raffinée dans une
tour de fibrations. Cela résulte en une suite spectrale de dualité :

BRY = 7y (&, A A(L) = (B A A(D)). @

Le corps de cette these consiste en trois parties. La premiere partie comporte une
description détaillée des morphismes apparaissant dans la résolution (3). Cela ser-
vira a analyser des différentielles d; dans la suite spectrale (4). La seconde partie
est dédiée a un calcul explicite de diverses spectres de point fixe homotopique
par rapport a des sous-groupes finis de G¢. Cela constitue la page E; de la suite
spectrale de dualité. Finalement, dans la troisieme partie, nous analysons des dif-
férentielles d; de la suite spectrale de dualité et ceux partant de la ligne la plus
basse. Voici un peu plus de détail sur les deux dernieres parties.

Calcul du term E; de la suite spectrale de dualité. Le calcul du term E; consiste
a déterminer les groupes d’homotopie du > A A(1) et du EAY® A A(1). Un
outil prominent est la suite spectrale de point fixe homotopique :

By = H*(F, E,A(1)) = m_,(E" A A(1))
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ou F' = (94 ou Cg. Si le calcul du term E, de ces suites spectrales étant des
calculs de cohomologie des groupes finis est assez élémentaire, 1’analyse des dif-
férentielles est plus mystérieuse.

La suite spectrale de point fixe homotopique pour £"“2 A A(1). Cette suite
spectrale est celle de module sur la suite spectrale de point fixe homotopique pour
E"G2 La derniére a la propriété remarquable suivante. Il y une classe, appelée
k de H4(G24, Es,). Celle-ci possede trois propriétés suivantes. Premierement, elle
est un cycle permanent. Deuxiémement, sa sixieéme puissance %° est le cible d’une
différentielle. Troisiemement, % est une classe de périodicité cohomologique de
H*(Ga4, E.), ce qui implique que pour un spectre fini X, la multiplication par &
induit un homomorphism H*(Gay, B X ) — H5™24(Gyy, Eiy24X), qui est surjectif
st x = ( et bijectif si * > 0. Cette propriété efforce que cette suite spectrale de
s’organise de maniere suivante. Si x est un cycle permanent qui est k-libre, alors
il existe un nombre naturel £ au plus 6 et une class y tel que pour un r approprié,
on ait
d.(y) = ""z.

Cependant, pour localiser les cycles permanents et donc les cycles non-permanents,
il faudrait une connaissance préalable sur les groupes d’homotopie de E"“2¢ A

A(1). Cette connaissance est acquise en comparant £"¢21 A A(1) avec le spectre

connectif des formes modulaires topologiques ¢tm f. Il existe un morphisme de

spectres en anneau ¢tm f — E"2 qui induit une équivalence Galy A Ly 2tmf —

E""G24_ Par conséquent, il y a une équivalence d’homotopie

Galy Aoy 2Jtmf A A(1) — E"S20 A A(1).

Ainsi, nous nous ramenons a étudier les groupes d’homotopie tm f A A(1) par la
suite spectrale d’ Adams

EXt:lém (Fy, HLA(1)) == m.(tmf N A(1))
Puis en tirer des informations nécessaires pour analyser la suite spectrale de point
fixe homotopique pour E"%21 A A(1).

La suite spectrale de point fixe homotopique pour E"“2 A A(1). Cette suite
spectrale est étudiée par de différents moyens. Tout d’abord, nous calculons com-
plétement la suite spectrale de point fixe homotopique pour £"“2. En particulier,
nous identifions une class t € H'(Cy, Ey) qui joue un role similaire a % dans la
suite spectrale de point fixe homotopique pour E"“2¢, Plus précisément, ¢ est un
cycle permanent; ¢ est une classe de périodicité cohomologique et ¢ est le but
d’une différentielle d;. Cette propriété permet de calculer completement la suite
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spectrale de point fixe homotopique pour E"“2 A V(0) et E"“2 A'Y via les cofi-
brations (1) et (2). Nous poursuivons cette approche pour étudier la suite spectrale
pour E"“2 A A(1). Cependant, nous ne pouvons en déduire qu’une partie des diffé-
rentielles. Finalement, nous recourons a des formes modulaires topologiques avec
structure de niveau. A été construit un spectre en anneau tm fy(3) tel qu’il y ait
une équivalence d’homotopie

Galy A [v3 3] (tmfo(3) A A(1)) = EM% A A(1).

Nous analysons une partie de la suite spectrale d’ Adams pour tm fy(3) A A(1), ce
qui nous permet d’obtenir des informations nécessaires sur les groupes d’homo-
topie de E"“2 A A(1) pour déterminer le reste des différentielles.

Différentielles de la suite spectrale de dualité. Une fois la page E; calculée,
nous continuons avec 1’analyse des différentielles. Dans la limite de cette these,
nous n’aborderons pas les différentielles ds : E%’q — Eg’q entre la deuxieme ligne
et quatrieme ligne. Nous discutons dans la suite les autres différentielles.

’homomorphism du bord. L’étude des différentielles qui partent de la ligne
la plus basse de la suite spectrale de dualité peut tre ramenée a étudier la surjec-
tivit€ de I’homomorphisme de bord. Le dernier est celle induite en homotopie du
morphisme de restriction

E"S3 A A(1) — E"G2t A A1)

qui est induite par I'inclusion de sous-groupe Gy — Sj. Celle-ci peut étre analy-
sée en la comparant avec 1’application A(1) — tmf A A(1).

Proposition 0.0.3. Si [’application induite en homotopie de A(1) — tmf N A(1)
est surjective, alors il en va de méme pour E'S3 N A(1) — E'G24 A A(1)

Ensuite, nous étudions la surjectivité de ’application 7, (A(1)) — m.(tmf A
A(1)) par le moyen des suites spectrales d’ Adams. En effet, il y a une application
de suites spectrale d’Adams

Exty' (F2, Hi(A(1))) === m.(A(1))

|

Extyy) (F2, HoA(1)) == m.(tm f A A(1))

ou ’homomorphisme des termes E, est induit par I’inclusion de subalgebra de
Hopf A(2) — A.



Dans un premier temps, nous montrons que 1’homomorphism
Extyy’ (Fy, Ho(A(1))) = Ext}(, (Fy, HLA(1))

est surjectif. Dans un second temps, tous les cycles permanents dans la suite spec-
trale d’Adams pour tmf A A;]00] et tmf A A;[11] se relevent en un cycle per-
manent dans celle pour A;[00] et A;[11], respectivement. Nous concluons que
I’homomorphism induit en homotopie 7, A(1) — . (tmf A A(1)) est surjectif for
les modeles A;[00] et A [11].

Différentielles d; : E;” — E>”. En clair, ces différentielles s’identifient avec
1’homomorphisme &, : 7, (E"“6 A A(1)) — m.(E"“ A A(1)). La multiplication
avec un élément A? € 75( E"“6) induit un isomorphisme

T (B9 N A(1)) = Tqus (B0 A A(1)).
Nous démontrons que ces différentielles sont linéaires par rapport a A2, i.e.,
52(A2I) = AQCSQ(I)

Nous réduisons a analyser le comportement de ces différentielles sur 7, (E"“s A
A(1)) avec 0 < * < 48. Une analyse plus fine montre que ils ne peuvent étre
nontriviaux que sur deux classes.

Différentielles d;, : E” — E>P, Ces différentielles s’identifient avec un homo-

morphisme §3 : 7, E"% A A(1) — 7, _43(E"“2 A A(1)). Nous montrons d’abord

. . . . , N
que ce dernier est le composite des morphismes suivants 7, E"“6 A A(1) =

Te_as ENC6 N A(1) =22 71, 4s B"C6 A A(1) 15 mro_ss (RG24 A A(1)) ot 1 dé-
signe le morphisme induit par I’élément o du G, et T'r le transfert E"C6 — EhG2a,
Dela, nous déduisons que ces différentielles d; sont triviaux.

Pré-publication. Il en résulte de ce travail
- Une pré-publication intitulée : On the homotopy groups of E“>* A A(1),
arXiv :1811.04484.



