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Introduction

Au fil des derniéres années, le besoin d’une meilleure compréhension et quantification de facteurs signi-
ficatifs dans le contexte médical a augmenté de maniére exponentielle la complexité des mathématiques
employés pour la description de tels systémes physiques. Ce besoin entraine ainsi un intérét de plus
en plus important pour les mathématiques appliqués aux problémes biomédicaux.

L’application de modéles mathématiques a laquelle nous sommes intéressés est I’ophtalmologie, car
grice & sa proximité au cerveau, ’ceil offre une fenétre unique sur cet organe, tout en permettant
d’accéder a un grand nombre de données. Ainsi, I’étude de I'ceil offre un accés non invasif & un grand
nombre de biomarqueurs potentiels qui pourraient aider au diagnostic précoce et aux soins cliniques
des maladies neurodégénératives.

Cette thése s’inscrit dans le projet Eye2Brain, qui a comme but final de développer un cadre
informatique fiable et efficace pour simuler et prédire le fonctionnement et la connexion entre le cerveau
et les yeux. Nous avons modélisé la perfusion sanguine et la biomécanique des principaux tissus de
I'ceil, avec un intérét particulier pour la lamina cribrosa, une structure de collagéne située dans la
téte du nerf optique qui joue un role crucial dans plusieurs maladies telles que le glaucome. Ces deux
aspects d’'un méme probléme physique ont été soigneusement connectés et chaque étape a été vérifiée
et validée dans 'intérét des mathématiques et de la médecine.

Ce résumé de thése est structuré ainsi: une premiére partie dans laquelle nous présentons 1’ Ocular
Mathematical Virtual Simulator (OMVS) [7], le modéle informatique que nous avons développé pour
faire face aux défis de 'ophtalmologie; une deuxiéme section dans laquelle nous illustrons les méthodes
mathématiques innovantes nécessaires pour résoudre ’OMVS; enfin, nous présentons quelques résultats
significatifs afin de procéder & une vérification du modéle mathématique du point de vue numérique et
4 une validation du cadre de calcul proposé pour les données cliniques.

Y

L’Ocular Mathematical Virtual Simulator

Le but de 'OMVS est de décrire et de quantifier les interactions multi-échelles entre la biomécanique et
I’hémodynamique au sein de 1'eeil afin d’avoir une vision compléte du systéme oculaire. Pour atteindre
cet objectif ambitieux, nous avons modélisé mathématiquement (i) la vascularisation du sang dans les
artéres ciliaires postérieures, (ii) la biomécanique et la perfusion tissulaire dans la lamina cribrosa,
et (iii) la biomécanique dans la sclérotique, la rétine, la choroide et cornée (voir Fig. 1). (i) a été
résolu avec un systéme d’EDO représenté par un circuit 0D qui exploite I'analogie électrique avec
un écoulement de fluide. Ce modéle & paramétres localisés est couplé & un systéme poroélastique
tridimensionnel (3D) qui définit le comportement de (ii). Enfin, nous avons ajouté la description de
(iii) en utilisant les équations d’élasticité linéaires.

Le point clé de la conception de I’hémodynamique est I’approche multi-échelles que nous atteignons,
car nous sommes en mesure de détailler la partie intéressante (par exemple la lamina cribrosa, Fig. 2)
avec un modéle de distribution spatiale, mais en méme temps nous en controlons le réle dans I’ensemble
du systéme en utilisant une modéle a paramétres localisés.

Méthodes numériques

Afin de résoudre le modéle mathématique multiphysique proposé dans le contexte d’applications bi-
ologiques réelles, nous devions faire face & deux défis principaux: a) la grande précision requise pour
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Figure 2: Couplage hémodynamique multi-échelle entre les
Figure 1: Vue schématique de TOMVS. systémes (i) et (ii).

reproduire les comportements physiologiques et b) le cadre multi-échelles spatial et temporel ou les
quantités d’intérét interagissent.

Nous adoptons la méthode de Galerkin discontinue hybride (HDG) [2] avec des conditions aux
limites non standard, en particulier des conditions aux bords intégrales (IBC) [1|. L’ajout d'IBC a cette
méthode d’éléments mixtes nous permet (i) d’appliquer les équations élément par élément conduisant
a une propriété localement conservative, (ii) d’obtenir des propriétés de convergence optimales, (iii)
d’atteindre une grande précision pour les variables a la fois primales et doubles, et (iv) de réaliser
un couplage spatial naturel entre des phénoménes multi-échelles. Ces caractéristiques intéressantes
ont malheureusement un cotit de calcul élevé, que nous avons surmonté en utilisant la technique de
condensation statique.

Nous avons également développé une méthode innovante de décomposition d’opérateur [4], qui
repose sur une semi-discrétisation dans le temps déterminée par 'estimation de 1’énergie. Grace au
découplage entre les sous-systémes, cette technique de couplage résout en une étape séparée les non-
linéarités potentielles, éventuellement avec différentes méthodes numériques, ce qui permet d’atteindre
une grande flexibilité. De plus, il est inconditionnellement stable en ce qui concerne le choix du pas de
temps sans nécessiter de sous itérations entre les deux sous-étapes et atteint une précision temporelle
de premier ordre.

Nous avons implémenté la méthode HDG avec IBC et le décomposition d’opérateur pour le systéme
OMVS dans la bibliothéque intégrée d’éléments finis de C++ (FEEL++ ) [6]. Ce cadre de calcul permet
d’utiliser une trés large gamme de méthodes de Galerkin et d’autres techniques numériques avancées
telles que la décomposition de domaine ou la base réduite certifiée. Les ingrédients comprennent un
langage intégré trés expressif, une interpolation sans faille et une adaptation du maillage. De plus,
FEEL++ permet le calcul paralléle et permet de résoudre des systémes & grande échelle pouvant contenir
des dizaines de milliers de cores.

Résultats de la simulation

Nous avons terminé des études de convergence pour vérifier les méthodes numériques mises en ceuvre
et obtenir les résultats théoriques prévus (Figs. 3 et 4).

Fig. 6 montre tous les résultats de FOMVS, qui ont été validés par des données cliniques et
expérimentales, le cas échéant, sinon nous avons comparé les résultats de nos simulations avec ceux
de la littérature. Dans le but d’évaluer le réle important que les mathématiques peuvent jouer en
médecine, nous avons mené trois études cliniques virtuelles pour comprendre les effets de la pression
artérielle, de la pression intra-oculaire et de la pression intracranienne sur I’ensemble du systéme.

Enfin, pour étudier la propagation des erreurs depuis ’entrée vers la sortie et 'influence de chaque
paramétre du modéle sur les résultats de la simulation, nous avons effectué une analyse de sensibilité,
en particulier une étude d’indice de Sobol [8] (Fig. 5).
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Figure 6: Sorties de 'OMVS

Conclusions et prochaines étapes

En conclusion, nous avons développé un modéle mathématique pour décrire les interactions hémody-
namique et biomécanique oculaires, de la compréhension du probléme physiologique & ’application
clinique, en passant par la mise en ccuvre de méthodes numériques novatrices et un processus de
vérification et de validation rigoureux.

Dans la thése, nous avons également mené différents projets qui n’influencent pas directement le
modéle mathématique proposé, mais qui peuvent, en perspective, étre utiles pour prolonger les travaux
en cours. En particulier,

e en vue d'un couplage avec la dynamique du liquide cérébral, nous avons révisé les modéles
mathématiques qui décrivent le liquide céphalo-rachidien [3, Chapitre Mathematical modeling of
the cerebrospinal fluid flow and its interactions.];



e pour étendre la description de I’hémodynamique, nous avons développé un circuit & paramétres
globaux qui modélise le systéme cardiovasculaire humain avec une attention particuliére au fonc-
tionnement du cceur. [5];

e pour rechercher des conditions d’interface non homogénes pour la méthode HDG, nous avons
caractérisé le modéle d’un transistor en condition d’inversion pour une application industrielle;

e pour comparer 'effet d’imposer une condition limite de Neumann ou intégrale pour I’élasticité
linéaire HDG, nous avons effectué une étude d’essai de traction virtuelle.
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