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Mots clefs : géométrie arithmétique, D-modules, groupes de Lie p-adiques, représen-
tations, localisation.

Objectif de la these

Un principe fondamental en arithmétique moderne est que des problémes profonds
(concernant, par exemple, des représentations galoisiennes ou I’arithmétique de courbes
elliptiques) deviennent accessibles, si on les transfére au domaine de la théorie des re-
présentations automorphes de groupes réductifs. Une incarnation de ce principe est le
programme de Langlands p-adique qui a comme objectif de faire en lien entre les re-
présentations p-adiques, au sens de Fontaine [5], du groupe de Galois Gal(@p /Q,) et
les représentations des groupes de Lie p-adiques GL,,(Q,). Dans cette situation un pro-
bléme fondamental est de classifier toutes les représentations irréductibles d’un groupe
comme G := GL,(Q)).

Le probléme peut étre formulé en géométrie en utilisant la théorie de Berthelot des
2-modules arithmétiques [2]. Il s’agit d’une théorie d’opérateurs différentiels d’ordre
infini sur les schémas formels p-adiques. Le lien avec les représentations est fourni par
un théoreme de localisation [9, 11] qui donne une équivalence entre les représentations
p-adiques de G avec caractere trivial et une catégorie de Z-modules arithmétiques équi-
variants sur la variété de drapeau analytique rigide de G. Il s’agit d’une version globale
et arithmétique d’un théoréme classique pour les représentations d’une algebre de Lie,
établi par Beilinson-Bernstein [1] et Brylinski-Kashiwara [3]. Le projet de these a été
généraliser le théoreme de localisation aux représentations avec un caractere central
quelconque.

Notation : Dans cette présentation G dénotera un groupe réductif, connexe et déployé
sur I’anneau d’entier o d’une extension fini L de Q,. On supposera que B C G est un
sous-groupe de Borel et T C B est un tore maximal et déployé de G. Des lettres gotiques
dénoteront les algebres de Lie, lesquelles correspondront & leur lettre majuscule respec-
tive. Par exemple g := Lie(G) et U/(g) est son algebre enveloppant. Changement base
signifiera "produit tensoriel avec L" et sera dénoté par le sous-indexe L, par exemple
Gp 1= G Xgpee(o) Spec(L) et gy, =g ®, L.

Version arithmétique de la correspondance de Beilinson-Bernstein

La premiere partie de la these est consacrée a développer une version tordue, pour un
caractére arbitraire !, sur le schéma de drapeau formel associé a G. Pour chaque ca-
ractere A € t* nous avons introduit dans [12] un faisceau des opérateurs différentiels

tordus .@(xm/)l , sur X (le schéma de drapeau formel de X'). Ces faisceaux forment une

limite inductive dont limite est dénotée par 9; ,- Comme dans le cas classique, il existe
une base S des ouverts affines de %, tel que si U € %, alors

S(m) ~ Hm T ~ gt

Peaclu=y; et Dy lu=2,
ou @Z(/{m)L et @ZZ dénotent les faisceaux des opérateurs différentiels introduits par Ber-

thelot dans [2]2. En considérant une version cristalline DT(G) (cf. [7]) de I’algebre des
distributions classiques Dist(G), nous avons montré

1. Dans [6, 8] Huyghe et Schmidt ont introduit une version tordue pour des caracteres algébriques.
2. Cette relation clarifie le nom "opérateurs différentiels tordus", cf. [1].



Théoréme 1. ([12, Theorem 5.2.1] Supposons que A € t* dénote un caractere dominant
et régulier de I’algebre de Lie t. Le foncteur sections globales induit une équivalence
des catégories ModCOh(_@; /1) o Modpf(DT(G) ) 3,

Ici le sous-indexe A du term de droite dénote la réduction central par rapport au ca-
ractere infinitésimal induit par A via le morphisme d’Harish-Chandra. Ce théoréme est

Z . : ~(m .
basé sur une version plus fine pour les faisceaux 9; ,)1 ;- Comme dans le cas classique,

le foncteur inverse est le foncteur de localisation Eoc; NONES .@; , ®p(G), (4, avec
une définition analogue pour chaque m € N. Actuellement, nous poﬁvons aussi consi-
dérer des déformations des opérateurs différentiels de Berthelot (cf. [10]) pour définir
le faisceau des opérateurs différentiels tordus avec niveau de congruence k € N, lequel

P t . ot . e
nous avons dénoté par Qx, ki (étant gx,o, 1= Qx, ;- Cette construction permet définir
un faisceau des opérateurs @; «; sur une famille des modeles formelles admissibles

2 — X, avec k > kg) un entier que dépend de ).

Le cas algébrique est particuliérement important, ¢’est-a-dire le cas ot A € Hom(T, G,,) .
Dans cette situation, le caractére A induit un faisceau localement libre de rang un £(4)
sur X, et @; ; dévient le faisceau des opérateurs différentiels arithmétiques a valeurs
dans L£(A).

A partir de maintenant, A dénotera un caractere algébrique de 1’algebre de Lie t, et pour
faire la différence avec ce cas nous dénoterons par 9; . (A) le faisceau des opérateurs
différentiels arithmétiques a valeurs dans £(A).

Théoréme 2. Supposons que 4 € t* est un caractere algébrique qui est dominant et
régulier. Alors pour chaque k > kg le foncteur section globales induit une équivalences
des catégories

Modcon(Zy , (1) = Mody(H(D, 7y, (A))).

Nous avons aussi montré que H%(%), @; (4) peut étre identifié avec la réduction cen-

trale D*"(G(k)®), de 1’algebre de distribution D" (G(k)°) 3 introduite par Emerton dans
[4]. Avec cette description, le foncteur inverse dans le théoréme 2 est le foncteur

Locy () 1= Dy (A ®@paneioe), (*)-

Représentations localement analytiques

Comme nous 1’avons expliqué dans I’ introduction, le but principal de ma thése concerne
I’étude des représentations localement analytiques. Plus précisément, établir une anti-
équivalence entre les catégories des représentations admissibles localement analytiques
du groupe localement L-analytique G := G(L), a caractere infinitésimal 4, et la caté-
gorie des modules coadmissibles sur D(G, L),, la réduction centrale de 1’algébre des
distributions D(G, L) de G sur L. La méthode pour établir cette correspondance est via
localisation. Dans la suite nous expliquerons ce que cela signifie.

3. Coh := Cohérente et pf := présentation finie

4. Plus exactement, 4 est induit via dérivation par un caractere du tore T.

5. Ici G(k)° dénotes le k-ieme "wide-open rigid-analtyic" sous-groupe de congruence du groupe analytic
G°, cf. [8]



Considérons I’immeuble de Bruhat-Tits B de G. Il s’agit d’'un complexe simplicial
équipé d’une action de G. Pour tout sommet spécial v € G, la théorie de Bruhat et
Tits associe un groupe réductif G, dont fibre générique est canoniquement isomorphe a
G Xgpec(o) SPec(L). Soit X, le schéma de drapeau de G, et X, sa complétée formelle le
long de sa fibre spéciale. Nous considérons I’ensemble .% composé des triples (2), k, v)
tels que v est un sommet spécial, 9 — X, estun éclatement admissible de X, et k > ky.
Z est muni d’une relation d’ordre partiel.

Un 2(A)-module arithmétique coadmissible G-équivariant sur .%#, consiste en une fa-
mille () 1 1))@ k.)ez de @;’k(ﬂ)-modules cohérents satisfaisant certaines proprié-
tés de compatibilités, [9, 5.3.8], permettant de former la limite projective

L) = lim  HYD. Mg .-
(9.kv)eF

Ce qui, comme nous 1’avons montré, porte une structure de D(G, L),;-module coad-
missible. D’autre part, étant donné un D(G, L),;-module coadmissible M, on considere
V' := M’ son dual continu, qui est une représentation localement analytique de G.
Soit ensuite M, ; le dual espace du sous-espace Vg (1)o_ay S V' des vecteurs G, (k)°-

analytiques. Pour tout (%), k, v) € %, nous avons un .@;) k(/l)-module cohérent

ﬁOC;’k(/D(MU,k) = @g),k(ll) ®'Da“(GU(k))°)A MU,k'

On dénote cette famille par Eocf(M ). Suivant le méme raisonnement que dans [9],
nous avons montré

Théoréme 3. Supposons que 4 € t* est un caractere algébrique qui est dominant et
régulier. Les foncteurs Eocf et I'(+) donnent des équivalences quasi-inverses entre les

catégories des D(G, L),;-modules coadmissible et la catégorie ‘Kf f des Z(A)- modules
arithmétiques coadmissible G-équivariants. ’

La derniere tache a consisté a étudier la limite projective < X > := lim 2. 11

s’agit de 1’espace de Zariski-Riemann associé 2 la variété de drapeau rigide X''¢. On
peut aussi former la limite projective %, (4) des faisceaux @;’ (4) qui est un faisceau
des opérateurs G-équivariants des anneaux p-adiquement complétes sur < X >. De
méme, pour tout objet, (#Z(g x 1))@ k.v)ez O peut former la limite projective .Z,. La
donnée (A(g) 1. 1))@ kv)esr P o induit un foncteur fidele de ngz vers la catégorie
des Z,(A)-modules G-équivariants. A la fin de mon travail de thése, nous illustrons
cette théorie de localisation en calculant le 9;), k(/l)—module associé a certaines classes

de représentations localement analytiques attachées a un caractere infinitésimal arbi-
traire.
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