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Codirectrice : Christine Vespa

RÉSUMÉ DE THÈSE

Cette thèse s’inscrit dans la cadre de la topologie quantique, un domaine au carrefour de
l’algèbre, la topologie et la physique mathématique. La topologie quantique a ses origines
dans les années 1980 avec la découverte par V. Jones d’un nouvel invariant des entrelacs :
le polynôme de Jones et son interprétation physique par E. Witten. Cette interprétation a
permis à E. Witten de proposer, de façon heuristique, la définition de nouveaux invariants des
3-variétés. La première définition rigoureuse des invariants de E. Witten a été obtenue par
N. Reshetikhin et V. Turaev à l’aide des représentations des groupes quantiques, approche
qui est connue comme non-perturbative. Mais il existe une autre approche possible pour
construire ces invariants , celle dite perturbative. Cette approche donne lieu à l’invariant de
Le-Murakami-Ohtsuki (l’invariant LMO), un invariant qui prend valeurs dans un espace de
graphes de Feynman. Cet espace est généralement connu sous le nom d’espace de diagrammes
de Jacobi.

À l’origine, l’invariant LMO a été construit pour les variétés fermées et il a été recon-
struit par D. Bar-Natan, S. Garoufalidis, L. Rozansky et D. Thurston en utilisant un type
d’intégrale gaussienne au niveau diagrammatique. Cette reconstruction n’est valable que
pour les sphères d’homologie. Mais celui-ci est le cas le plus intéressant de l’invariant LMO.
L’une des propriétés importantes de l’invariant LMO est d’être universel parmi les invariants
de type fini pour les sphères d’homologie. En particulier, il détermine tous les invariants de
Reshetikhin-Turaev.

L’invariant LMO a été généralisé aux variétés à bord sous la forme d’une TQFT (acronyme
pour Topological Quantum Field Theory), appelée foncteur LMO par D. Cheptea, K. Habiro
et G. Massuyeau. Le foncteur LMO Z̃ : LCob→ tsA part d’une catégorie de cobordismes de
surfaces à bord LCob et prend ses valeurs dans une catégorie de diagrammes de Jacobi tsA.
La construction du foncteur LMO est sophistiquée , elle utilise des présentations chirurgicales
des cobordismes, une version combinatoire de l’intégrale de Kontsevich, qui dépend du choix
d’un associateur de Drinfeld, et pour se débarrasser de l’ambigüıté dans la présentation
chirurgicale il est nécessaire de faire plusieurs opérations combinatoires dans l’espace de
diagrammes. Ainsi, deux questions importantes se posent :

• Quelle est l’information topologique codée par le foncteur LMO ?
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• Est-il possible de donner des interprétations du foncteur LMO en utilisant des invari-
ants classiques ?

Le but principal de cette thèse est d’apporter des éléments de réponse à ces questions. En
particulier, nous montrons qu’une certaine réduction du foncteur LMO peut être interprétée
à l’aide des homomorphismes de type Johnson. Ainsi, les deux principaux protagonistes de
cette thèse sont “le foncteur LMO” et “les homomorphismes de type Johnson”. Dans la
suite, nous donnons une description plus précise de nos résultats.

Soit Σ = Σg,1 une surface compacte connexe orientée de genre g avec une composante de
bord. Notons M = Mg,1 le mapping class group de Σg,1, c’est-à-dire le groupe de classes
d’isotopie des homéomorphismes de Σg,1 qui préservent l’orientation et fixent le bord point
par point.

Il y a une interaction profonde entre l’étude des variétés de dimension 3 et celle du mapping
class group M, au travers par exemple de la technique des scindements de Heegaard. Un
scindement de Heegaard d’une variété N de dimension 3 est une décomposition de N comme
réunion de deux corps en anses recollés via un élément du mapping class group du bord en
commun des deux corps en anses. D’une certaine manière, la structure algébrique de M et
de ses sous-groupes est ainsi reflétée dans la topologie des 3-variétés.

D’autre part à partir d’un élément h ∈ M il est possible construire un cobordisme de la
surface Σ comme suit : on considère le cylindre Σ× [−1, 1] et on considère les plongements
m± : Σ × {±1} → ∂(Σ × [−1, 1]) donnés par m− = Id et m+ = h. Le cobordisme ainsi
obtenu est noté par c(h).

Fixons un point ∗ ∈ ∂Σ et notons π := π1(Σ, ∗) et H := H1(Σ,Z). Il y a une action
naturelle de M sur π :

(0.1) ρ :M−→ Aut(π),

qui envoie la classe d’isotopie h ∈ M à l’application induite en homotopie h# ∈ Aut(π).
Cet homomorphisme est appelé la représentation de Dehn-Nielsen-Baer et il est injectif. La
série centrale descendante {Γmπ}m≥1 de π, défini par Γ1π := π et Γm+1π := [π,Γmπ], est
préservée par ρ. Ainsi, pour tout m ≥ 1, on a un homomorphisme

(0.2) ρm :M−→ Aut(π/Γm+1π).

Le sous-groupe I := ker(ρ1) de M est appelé groupe de Torelli. Ce groupe est lié aux
sphères d’homologie à travers des scindements de Heegaard. La filtration de Johnson est la
suite des sous-groupes de M :

(0.3) M⊇ I = J1M⊇ J2M⊇ J3M⊇ · · ·

définie par JmM := ker(ρm).
Comme nous l’avons mentionné, les 3-variétés peuvent être construites en collant deux

corps en anses avec un élément du mapping class group. Il est donc naturel de considérer la
surface Σ comme le bord d’un corps en anses V . Notons ι : Σ ↪→ V le plongement associé
et soient B := H1(V ;Z) et π′ := π1(V, ι(∗)). Notons A et A les sous-groupes ker(H

ι∗−→ B)

et ker(π
ι#−→ π′), où ι∗ et ι# sont les applications induites par ι en homologie et homotopie,

respectivement. Le mapping class group Lagrangien de Σ est le groupe

L = {f ∈M | f∗(A) ⊆ A}.
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En particulier si h ∈ L, le cobordisme associé c(h) appartient à la catégorie source du
foncteur LMO.

En considérant une suite décroissante de sous-groupes (Km)m≥1 de π, K. Habiro et G.
Massuyeau ont introduit une filtration de L :

(0.4) L ⊇ Ia = Ja
1M⊇ Ja

2M⊇ Ja
3M⊇ · · ·

que nous appellerons filtration de Johnson alternative. Nous appellerons le premier terme
Ia := Ja

1M de cette filtration le groupe de Torelli alternatif.
Par ailleurs, J. Levine avait déjà défini une filtration différente de L en considérant la série

centrale descendante de π′ :

(0.5) L ⊇ IL = JL1M⊇ JL2M⊇ JL3M⊇ · · ·
et dont le premier terme est le groupe de Torelli Lagrangien IL = {f ∈ L | f∗|A = IdA}.
Nous appellerons cette filtration la filtration de Johnson-Levine.

Par filtration de type “Johnson”, dans le titre de la thèse, nous entendons la filtration de
Johnson, la filtration de Johnson alternative et la filtration de Johnson-Levine. Le deuxième
but principal de cette thèse est l’étude de la filtration de Johnson alternative (qui n’a encore
été jamais étudiée) et son rapport avec les deux autres filtrations.

Chacun des termes de chaque filtration de type “Johnson” est équipé d’un homomor-
phisme. Nous les appellerons homomorphismes de type “Johnson”. Les homomorphismes de
Johnson sont des outils importants pour comprendre la structure du groupe de Torelli et la
topologie des sphères d’homologie.

Les homomorphismes de type “Johnson” ont une description diagrammatique en termes
de diagrammes de Jacobi où, parmi tous les graphes, seuls les arbres sont autorisés. Par
conséquent il est naturel de se demander quelle est la relation entre la version diagramma-
tique des homomorphismes de type “Johnson” et la réduction arborée du foncteur LMO.
Dans cette thèse nous montrons que les homomorphismes de Johnson alternatifs et les ho-
momorphismes de Johnson-Levine peuvent être lus dans la réduction arborée du foncteur
LMO. Dit autrement, nous donnons une interprétation topologique de certaines réductions
du foncteur LMO en termes des homomorphismes de Johnson alternatifs et des homomor-
phismes de Johnson-Levine. Cela utilise et complète résultat suit les lignes d’un résultat de
D. Cheptea, K. Habiro et G. Massuyeau où ils montrent que les homomorphismes de Johnson
peuvent être lus dans la réduction arborée du foncteur LMO. Pour atteindre notre objectif,
un des points clés a été de faire une étude comparative des filtrations de type “Johnson”.

En synthèse, nos résultats sont :

• Les homomorphismes de Johnson-Levine peuvent être lus dans la réduction arborée
du foncteur LMO.
• Comparaison entre la filtration de Johnson-Levine et la filtration de Johnson au

niveau de cobordismes. Nous obtenons une comparaison a certaines relations chirur-
gicales près.
• Les homomorphismes de Johnson alternatifs peuvent être lus dans la réduction ar-

borée du foncteur LMO.
• Comparaison entre les filtrations de type “Johnson” au niveau du mapping class

group.
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