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Les variétés holomorphes symplectiques irréductibles sont ’analogue al-
gébrique des variétés hyperkéahler irréductibles en géométrie Riemannienne.
Soit X une variété complexe compact et kihlerienne; X est holomorphe sym-
plectique irréductible si son groupe fondamental est trivial et H°(X, Q%) =
C - 0, avec 0 une 2-forme holomorphe non dégénérée en tout point.

Des exemples de variétés holomorphes symplectiques irréductibles sont:
le schéma de Hilbert Hilb"(S) qui paramétre les sous-schemas Z C S avec S
une surface K3, dim(Z) =0 et lg(Oz) = n, Vn > 2 (cf. |Bea83], 6), les var-
iétés de Kummer généralisées K, (A), ou A est tore complexe de dimension
2 et n > 2 (cf. [Bea83|, 7), la variété K¢ de O’Grady connue sous le nom
de OG6 (cf. [O’Gb]) et la variété Myy de O’Grady connue sous le nom de
OG 10 (cf. [O’Ga]). Tous les exemples connus a ce jour de variétés holomor-
phes symplectiques irréductibles sont déformation d’un de ces exemples.

Soit X une variété holomorphe symplectique irréductible avec dim(X) =
2; alors X est une surface K3. Dans ce cas, si de plus X est projective, d’aprés
d’un théoréme de Bogomolov et Mumford (cf. [MM83]), chaque courbe ample
sur X est linéairement équivalente a une somme de courbes rationnelles. La
présence de nombreuses courbes rationnelles dans X simplifie la structure du
0-group de Chow CHg(X)g de X: les courbes rationnelles définissent le cycle
canonique de Beauville-Voisin (cf. [BVO01]), qui est la classe d’un point dans
une courbe rationnelle dans X. L’existence de cette classe est trés impor-
tante car le group CHy (X )g n’est pas représentable (c¢’est le célébre théoréme
de Mumford, cf. [Voi03], Chapitre 10), et le cycle canonique de Beauville-
Voisin fournit un candidat naturel pour la filtration de Bloch-Beilinson du
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group CHy(X) pour une surface K3; en général, I'existence de la filtration
de Bloch-Beilinson de CHy(X)g pour une variété projective X est une con-
jecture ouverte et tres difficile, cf. [Voi03|, Chapitre 11.

Une question intéressante est de savoir si on peut construire de maniére
géométrique un candidat pour la filtration de Bloch-Beilinson de CHy(X)g
pour toute les variétés holomorphes symplectiques irréductibles X. A cet
égard il y a une nouvelle approche conjecturale de Voisin (cf. [Voil6], Conjec-
ture 0.8), et le premier pas de cette approche consiste & montrer I'existence de
"nombreux" diviseurs uniréglés dans X; rappelons qu’un diviseur est uniréglé
s’il est couvert par des courbes rationnelles. L’existence de diviseurs uniréglés
dans tous les systémes linéaires amples serait une généralisation du théoréme
de Bogomolov et Mumford sur les courbes rationnelles sur les surfaces K3.

Dans [CMP19], Charles, Mongardi et Pacienza ont démontré I’existence
de diviseurs uniréglés dans (presque) tous les systémes linéaires amples sur
une variété holomorphe symplectique qui est déformation d’un schéma de
Hilbert Hilb"(S); dans |[MP17] et [MP19], Mongardi et Pacienza ont dé-
montré le méme résultat pour une variété holomorphe symplectique irré-
ductible qui est déformation d’une variété de Kummer generalisée K,,(A).
La stratégie de la preuve a été la méme dans les deux cas: le groupe de
monodromie Mon?(X) permet d’identifier des représentants spéciaux dans
toute composante connexe de ’espace des modules des variétés holomorphes
symplectiques irréductibles d'un type de déformation fixé; en raison d’un ré-
sultat de déformation des courbes rationnelles sur une variété holomorphe
symplectique irréductible (cf. [CMP19], Corollaire 3.5), il suffit de trouver
des diviseurs uniréglés sur les représentants "spéciaux" déterminés grace au
groupe de monodromie.

Dans ma thése, j’ai travaillé sur le cas OG 10. La variété M, définie par
O’Grady est une désingularisation symplectique d’un espace des modules
des faisceaux semistables sur une surface K3, avec des invariants fixés. Les
variétés OG 10 sont importantes car elles ont fourni le premier exemple de
variétés irréductibles holomorphes symplectiques qui ne soit pas déformation
d’un schéma de Hilbert ponctuel sur une K3 ou d’'une Kummer général-
isée. Elles sont encore aujourd’hui trés activement étudiées, cf. par exemple
[MZ16], [LSVT17], [Onol8], [dACRS19].

Le résultat principal de ma thése démontre I’existence de diviseurs uniréglés
amples sur chaque variétés holomorphes symplectiques irréductibles projec-



tives appartenant a trois composantes connexes de I'espace de modules des
OG 10. La stratégie consiste a construire de tels diviseurs sur des OG 10 spé-
ciales. S’il est facile de vérifier qu’ils sont uniréglés, il est beaucoup plus com-
pliqué de vérifier qu’ils sont amples. Cette vérification est faite en calculant
le carré de ces diviseurs par rapport & la forme d’intersection de Beauville-
Bogomolov-Fujiki, qui est une forme d’intersection sur le groupe H?*(X,Z)
définie grace a la forme symplectique; cette forme d’intersection a été calculée
par Rapagnetta (cf. [Rap08]) dans le cas d’une variété holomorphe symplec-
tique irréductible de type OG 10. Le résultat d’existence s’étend ensuite a
toute la composante connexe grace a un argument de déformation raffinant
celui de [CMP19].

J’ai également démontré, grace au calcul de certains invariants de mon-
odromie, que les trois composantes connexes pour lesquelles mon résultat
précédent montre 'existence de diviseurs uniréglés amples sont a deux a
deux distinctes.

Malheureusement le groupe de monodromie n’est pas entiérement connu
dans le cas OG10: il n’y a qu’une description partielle (cf. [Monl6] et
[Ono18]). Cette description partielle a été suffisante pour obtenir mes résul-
tats, mais a ce stade elle ne permet pas de savoir s’il existe d’autres com-
posantes connexes de ’espace des modules des variétés holomorphes symplec-
tiques irréductibles de type OG10 non couvertes par mon résultat d’existence
de diviseurs uniréglés amples.
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