
Résumé de la thèse :
Étude des valeurs extrêmes en présence d’une covariable

de grande dimension

Claire Roman sous la direction de Armelle Guillou et Laurent Gardes

La théorie des valeurs extrêmes permet d’étudier et de modéliser des évènements que
l’on nomme rares, c’est-à-dire dont la probabilité d’apparition est faible. Contrairement à
la statistique classique, qui met l’accent sur l’étude des comportements moyens d’un phéno-
mène (calcul de l’espérance, de la variance, loi forte des grands nombres, théorème central
limite, etc.), on se concentre sur les comportements exceptionnels, c’est-à-dire sur la queue
de distribution de la loi modélisant au mieux le phénomène étudié. L’étude d’évènements
rares ne peut se faire avec des outils de la statistique classique qui présentent rapidement
des limites étant donné le nombre très restreint de données dont on peut disposer. Le rôle
de la théorie des valeurs extrêmes est d’extrapoler au delà des données utilisables par le biais
d’outils différents et efficaces. Soit Y une variable aléatoire réelle et soient Y1, . . . , Yn n copies
de Y . Un des problèmes fondamentaux en théorie des valeurs extrêmes est l’estimation de
quantités appelées quantiles extrêmes, c’est-à-dire les quantités Qpαnq définies par :

Qpαnq � SÐpαnq � inf ty P R | Spyq ¤ αnu.

où S est la fonction de survie de Y et où αn une suite qui converge vers 0 quand la taille de
l’échantillon n tend vers l’infini telle que nαn Ñ c ¥ 0. On considère ici un couple de variables
aléatoires pX, Y q P Rp � R avec p P N� et soit x0 P supppXq où supppXq est le support de
X. On pose Sp�|x0q et Qp�|x0q la fonction de survie et la fonction quantile associée de la
distribution de Y sachant l’évènement tX � x0u. On suppose que pX, Y q admet une densité
de probabilité et note par f la densité marginale de X. L’objectif de la thèse est d’étudier
des estimateurs de la fonction de survie conditionnelle qui dépendent de fonctions poids pour
en déduire des estimateurs de quantiles extrêmes conditionnels par la méthode indirecte.
Considérons n copies pX1, Y1q, . . . , pXn, Ynq de pX, Y q. Les estimateurs de Sp�|x0q que nous
étudions sont de la forme :

Ŝnpy|x0q :�
ņ

i�1
Wn,ipx0q1tYi¡yu (1)

pour y P R et où l’ensemble des poids tWn,ipx0q, 1 ¤ i ¤ nu est un tableau triangulaire de
variables aléatoires positives dépendant des données X1, . . . , Xn et de x0 et vérifiant

ņ

i�1
Wn,ipx0q � 1.
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Le rôle des poids Wn,ipx0q est de sélectionner les covariables qui sont le plus "proches" de
x0 afin que l’information utilisée pour une telle estimation soit la plus pertinente possible. Ce
genre d’estimateurs est plus communément appelé estimateur local. On obtient naturellement
les estimateurs de quantiles :

Q̂npαn|x0q :� ŜÐn pαn|x0q (2)

où αn est une suite convergeant vers 0 quand n tend vers l’infini. Nous pouvons citer deux
exemples fondamentaux d’estimateurs locaux.
— L’estimateur de Nadaraya-Watson introduit par Nadaraya (1964) et Watson (1964) où

les poids sont définis par

W NW
n,i px0q :� K

�
Xi � x0

hn


O ņ

j�1
K

�
Xj � x0

hn




avec K une fonction noyau et hn une suite positive de réels qui converge vers 0 quand
n tend vers l’infini et que l’on appelle fenêtre. Il s’agit d’un paramètre de lissage qui
contrôle la convergence de l’estimateur ainsi que l’équilibre biais-variance.

— L’estimateur des kn plus proches voisins : Soit kn une suite d’entiers et soit || � || une
norme sur Rp. La méthode des kn plus proches voisins consiste à sélectionner les kn
observations Xi qui sont les plus proches en termes de distances de x0. Si on désigne
par rpiq, 1 ¤ i ¤ kn le rang de ||Xi�x0||, alors l’estimateur des kn plus proches voisins
est défini pour ` P N et pxq� � maxp0, xq par

W KNN
n,i px0q :� rpkn � rpiq � 1q�s`

O
kņ

j�1
j` .

Avant de s’intéresser aux propriétés de l’estimateur (2), il est nécessaire d’introduire une
condition sur Sp�|x0q. Il s’agit de la Tail First Order Condition (TFO). Soit I P R et J P R
deux intervalles ouverts contenant 0. Une distribution S vérifie la condition TFO s’il existe
des fonctions positives a et g telles que

lim
αÑ0

Qrα � tgpαqs �Qpαq

ap1{αq � φptq.

où Qpαq � SÐpαq et où φ : J Ñ I est une fonction continue et strictement décroissante
telle que φptq{t Ñ �1 quand t Ñ 0. Plusieurs classes de distributions vérifient la condition
TFO, notamment les distributions appartenant à un domaine d’attraction. Ces distributions
vérifient le théorème fondamental en théorie des valeurs extrêmes érigé par Fisher et Tipett
[2] et Gnendenko [5] qui stipule que le comportement de la queue de ces distributions dépend
d’un paramètre γ que l’on nomme indice des valeurs extrêmes.

Les distributions super heavy-tailed satisfont également la condition TFO. Dans ce cas
là, la fonction de survie est une fonction dite à variations lentes à l’infini, c’est-à-dire @t ¡ 0,
lim
xÑ�8

Sptxq{Spxq � 1. Elles ne vérifient pas le théorème fondamental de la théorie des valeurs
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extrêmes.

La normalité asymptotique de (2) se montre en deux étapes. La première consiste à
montrer la normalité asymptotique de l’estimateur Ŝnpynpx0q|x0q où ynpx0q est une suite
convergeant vers le point terminal de Sp�|x0q. Il est nécessaire d’introduire une telle suite
ynpx0q afin d’obtenir des renseignements sur la queue de distribution. Les idées pour montrer
un tel résultat ont été reprises dans la thèse de Owen [6]. L’astuce est d’utiliser la quantité :

nx0 :�
�

ņ

i�1
W 2
n,ipx0q

��1

qui correspond approximativement au nombre de covariables prises en compte dans l’es-
timation. On en déduit ensuite la normalité asymptotique Q̂pαn|x0q par une méthode delta
qui nécessite la condition TFO. On obtient alors le résultat :

Théorème 0.1. Soit x0 P Rp tel que fpx0q ¡ 0 et on suppose que Sp�|x0q vérifie la condition
TFO avec I � Ix0, J � Jx0, gp�q � gp�|x0q et ap�q � ap�|x0q. Supposons qu’il existe une
suite mnpx0q telle que nx0{mnpx0q

p.s
ÝÑ 1 et soit v2

npx0q � mnpx0q{αn. Si αnmnpx0q Ñ �8,
vnpx0qgpαn|x0q Ñ �8,

vnpx0qmax
1¤i¤n

Wn,ipx0q
p.s
ÝÑ 0 et rαnmnpx0qs

1{2 sup
|β{αn�1|¤ξ

ņ

i�1
Wn,ipx0q

����SrQpβ|x0q|Xis

β
� 1

���� P
ÝÑ 0,

pour un certain ξ Ps0, 1r, alors

vnpx0q
gpαn|x0qQpαn|x0q

ap1{αn|x0q

�
Q̂npαn|x0q

Qpαn|x0q
� 1

�
d
ÝÑ N p0, 1q.

Les conditions nécessaires pour cette normalité sont sans surprise sur la nature de la
suite αn. Il ne peut s’agir d’une suite qui est l’ordre d’un quantile extrême. En effet, on a
la condition αnmnpx0q Ñ �8. Il y a donc tout intérêt à définir un estimateur de quantiles
extrêmes par extrapolation, par exemple en utilisant la condition TFO. On considère alors
une suite βn convergeant vers 0 telle que βn{αn Ñ 0. On a l’approximation

Qpβn|x0q � Qpαn|x0q � ap1{αn|x0qφpt|x0q

avec t � pβn � αnq{gpαn|x0q. Avant de définir une estimateur de quantiles extrêmes par
extrapolation, on doit vérifier que cette approximation est pertinente. Malheureusement, les
erreurs sont très importantes dans le cas des distributions super heavy-tailed. On se contente
alors uniquement du cas où les distributions appartiennent à un domaine d’attraction. D’après
de Haan [1], dans le cas où les distributions appartiennet à un domaine d’attraction, la
condition TFO est équivalente à la condition du premier ordre suivante :

lim
αÑ0

Qpuα|x0q �Qpα|x0q

ap1{α|x0q
� Lγpx0qp1{uq
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où γpx0q est l’indice des valeurs extrêmes conditionnel et pour tout u ¡ 0, Lξp1{uq :�³1{u
1 sξ�1ds pour ξ P R. La fonction gp�|x0q est l’identité et φpt|x0q � Lγpx0qp1{pt � 1qq. On
obtient l’estimateur de quantiles extrêmes :

Q̃pEq
n pβn|x0q :� Q̃npαn|x0q � ãnp1{αn|x0qLγ̃px0qnpαn{βnq

où Q̃npαn|x0q, ãnp1{αn|x0q et γ̃px0q sont des estimateurs de Qpαn|x0q, ap1{αn|x0q et γpx0q.
On montre que cet estimateur est consistant, la preuve étant similaire à celle du Théorème

4.3.1 dans de Haan [1]. Cela nécessite une condition du second-ordre mais aussi de résultats
de consistance sur les estimateurs Q̃pαn|x0q, ãnp1{αn|x0q et γ̃npx0q. Posons (H2) la condition
du second-ordre :

(H2) Il existe une fonction Ap�|x0q ne changeant pas de signe et une constante ρpx0q   0
telles que Apy|x0q Ñ 0 quand y Ñ �8 et pour tout t ¡ 0,

lim
αÑ0

Qptα|x0q�Qpα|x0q
ap1{α|x0q

� Lγpx0qp1{tq
Ap1{α|x0q

�

» 1{t

1
rγpx0q�1Lρpx0qprqds

On a alors le théorème suivant :

Théorème 0.2. Soient αn et βn deux suites telles que βn{αn Ñ 0 quand nÑ �8. Supposons
que la condition (H2) soit satisfaite avec ρpx0q   0 ou (ρpx0q ¤ 0 avec γpx0q   0) et qu’il
existe une suite τnpx0q convergeant vers 0 quand nÑ �8 telle que

Q̃npαn|x0q �Qpαn|x0q

ap1{αn|x0q
� OPpτnpx0qq,

ãnp1{αn|x0q

ap1{αn|x0q
� 1 � OPpτnpx0qq

et γ̃npx0q � γpx0q � OPpτnpx0qq. Si τnpx0qlnpαn{βnq Ñ 0 et Ap1{αn|x0q � OPpτnpx0qq,
alors

Q̃pEq
n pβn|x0q �Qpβn|x0q

ap1{αn|x0qqγpx0qpαn{βnq
� OPpτnpx0qq avec qγptq :�

» t
1
sγ�1lnpsqds.

Il reste encore à choisir des estimateurs vérifiant ces conditions. Si on consière Q̃npαn|x0q �
Q̂npαn|x0q défini en (2), il est clair que sa consistance est vérifiée en supposant les conditions
du théorème 0.1 et en posant τnpx0q � tlnrαnmnpx0qs{rαnmnpx0qsu

1{2. Le choix pour γ̃px0q
s’oriente vers celui défini dans l’article de Gardes [3]. Il s’agit d’un estimateur qui est fonc-
tionnelle de Q̂npαn|x0q et qui peut être utilisé dans plusieurs modèles, y compris celui où
l’on considère une variable à grande dimension. Pour κ P p0, 1q et ϕ une fonction positive et
bornée sur rκ, 1s, soit Ψ̃ une fonction décroissante définie pour s ¥ 0 par Ψ̃psq � 0 et pour
s   0 par

Ψ̃psq :�
�» 1

κ

ϕpuqLsp1{uqdu

2N» 1

κ

ϕpuqL2
sp1{uqdu .

Pour tout δ P N et toute fonction décroissante continue à droite U et tout α Ps0, 1r, soit
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Tpδqα pUq :�
» 1

κ

ϕpuq

�
lnUpuαq
Upαq


δ
du
O�» 1

κ

ϕpuqL0p1{uqdu

δ

.

On considère l’estimateur

γ̂npx0q :� γ̂n,�px0q � γ̂n,�px0q � Tp1qαn pQ̂np�|x0qq � Ψ̃Ð

�
rTp1qαn pQ̂np�|x0qqs

2

T
p2q
αn pQ̂np�|x0qq

�
.

Dans le même contexte, on peut définir un estimateur de ap1{αn|x0q :

ânp1{αn|x0q :� T̃αn

�
Q̂np�|x0q; γ̂n,�px0q

	
,

où T̃αpU, sq est donné pour toute fonction décroissante et continue à droite par

T̃αpU, sq :� Upαq

» 1

κ

ϕpuqlnUpuαq
Upαq

du
N» 1

κ

ϕpuqLsp1{uqdu .

Proposition 0.3. Soit αn une suite convergeant vers 0 quand n tend vers l’infini. Supposons
qu’il existe une suite mnpx0q telle que nx0{mnpx0q

p.s
ÝÑ 1 et αnmnpx0q Ñ �8 quand n Ñ 8

et soit τnpx0q
2 :� tlnrαnmnpx0qs{rαnmnpx0qsu. Si on a les conditions suivantes :

— la condition (H2) est satisfaite ;
— Ap1{αn|x0q � opτnpx0qq et

ap1{αn|x0q

Qpαn|x0q
� γ�px0q � opτnpx0qq; (3)

— il existe une constante CX telle que

mnpx0qmax
1¤i¤n

Wn,ipx0q   CX p.s; (4)

— il existe ξ ¡ 0 tel que

rmnpx0qαns
1{2 sup

β{αnPJξ

ņ

i�1
E
�
Wn,ipx0q

����SrQpβ|x0q|Xis

β
� 1

����
�
� opτnpx0qq (5)

avec Jξ :� rp1 � ξqκ, 1 � ξs, alors

γ̂npx0q � γpx0q � OPpτnpx0qq et ânp1{αn|x0q

ap1{αn|x0q
� 1 � OPpτnpx0qq.

La condition (5) contrôle les oscillations de la fonction x ÞÑ Spy|xq pour des grandes
valeurs de y. Ainsi, on établit la consistance suivante.
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Corollaire 0.4. Soient deux suites αn et βn convergeant vers 0 quand n tend vers l’infini
telles que βn{αn Ñ 0. Supposons qu’il existe une suite mnpx0q telle que nx0{mnpx0q

p.s
ÝÑ 1 et

αnmnpx0q Ñ �8. Soit τnpx0q :� tlnrαnmnpx0qs{rαnmnpx0qsu
1{2. Supposons également que la

condition (H2) est satisfaite pour ρpx0q ou pρ ¤ 0 et γpx0q   0). Si τnpx0qlnpαn{βnq Ñ 0,
Ap1{αn|x0q � opτnpx0qq et si les conditions (3), (4) et (5) sont vérifiées, alors

Q̂pEq
n pβn|x0q �Qpβn|x0q

ap1{αn|x0qqγpx0qpαn{βnq
� OPpτnpx0qq

où Q̂pEq
n pβn|x0q :� Q̂npαn|x0q � ânp1{αn|x0qLγ̂npx0qpαn{βnq.

Enfin, nous pouvons aussi nous interroger sur le problème de la dimension de la covariable
X. Il est bien connu que plus la dimension des variables aléatoires augmente, plus les méthodes
d’estimation sont difficiles. Il s’agit du fléau de la dimension. Lorsque la dimension est grande,
les observations sont éparpillées dans l’espace et leurs positions sont très éloignées de celle
de x0. Cela peut poser problème par exemple pour l’estimateur de Nadaraya-Watson où
la suite hn ne peut plus être correctement choisie. Cela engendre des problèmes de biais
importants et il est donc important de réduire la dimension sans perdre de l’information.
L’idée est de considérer une matrice B0 de taille p � q avec q   p et de rang maximal telle
que la distribution de Y sachant BJ

0 X soit la même que celle de Y sachant X. On dit alors
que X et Y sont indépendantes conditionnellement à BJ

0 X. Ainsi, on pourrait remplacer
les observations Xi par BJ

0 Xi sans perdre de l’information et obtenir des estimateurs plus
performants puisque nos nouvelles covariables ont une dimension moindre (q   p). Il serait
donc intéressant de voir s’il est possible de définir un estimateur de quantiles extrêmes définit
en fonction de nouvelles observations BJ

0 Xi qui soit plus efficace que l’estimateur standard,
c’est-à-dire où aucune méthode de réduction de dimension n’est appliquée. On applique la
méthode de réduction de dimension définie dans Gardes [4] qui est spécialement dédiée au
cas des extrêmes. Cette méthode implique la condition TCI (Tail Conditional Independence)
qui suppose l’indépendance conditionnelle uniquement sur la queue de distribution. On peut
alors obtenir la consistance de l’estimateur modifié

Q̂pEq
n pβn|B0, x0q :� Q̂npαn|B0, x0q � ânp1{αn|B0, x0qLγ̂npB0,x0qpαn{βnq

où Q̂npαn|B0, x0q, ânp1{αn|B0, x0q et γ̂npB0, x0q sont les estimateurs deQpαn|x0q, ap1{αn|x0q
et γpx0q où on a remplacé Wn,ipx0q par Wn,ipB0, x0q qui dépendent de B0. La consistance de
cet estimateur de quantiles extrêmes se montre de la même façon que pour l’estimateur de
quantiles extrêmes sans méthode de réduction de dimension.

Enfin, les résultats sont validés par des études de simulation pour les deux cas particuliers :
estimateur de Nadaraya-Watson et estimateur des plus proches voisins.
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