Résumé de la these :
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de grande dimension
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La théorie des valeurs extrémes permet d’étudier et de modéliser des évenements que
I’on nomme rares, c’est-a-dire dont la probabilité d’apparition est faible. Contrairement a
la statistique classique, qui met ’accent sur I’étude des comportements moyens d’un phéno-
mene (calcul de l'espérance, de la variance, loi forte des grands nombres, théoréeme central
limite, etc.), on se concentre sur les comportements exceptionnels, c¢’est-a-dire sur la queue
de distribution de la loi modélisant au mieux le phénomene étudié. L’étude d’évenements
rares ne peut se faire avec des outils de la statistique classique qui présentent rapidement
des limites étant donné le nombre tres restreint de données dont on peut disposer. Le role
de la théorie des valeurs extrémes est d’extrapoler au dela des données utilisables par le biais
d’outils différents et efficaces. Soit Y une variable aléatoire réelle et soient Y7,...,Y,, n copies
de Y. Un des problemes fondamentaux en théorie des valeurs extrémes est 1’estimation de
quantités appelées quantiles extrémes, c’est-a-dire les quantités (QQ(cv,) définies par :

Q(an) = S7 () =1inf {y e R | S(y) < an}.

ou S est la fonction de survie de Y et ou v, une suite qui converge vers 0 quand la taille de
I’échantillon n tend vers I'infini telle que na,, — ¢ = 0. On considére ici un couple de variables
aléatoires (X,Y) € R? x R avec p € N* et soit xg € supp(X) ou supp(X) est le support de
X. On pose S(-|xzg) et Q(-|zo) la fonction de survie et la fonction quantile associée de la
distribution de Y sachant I’événement {X = x¢}. On suppose que (X,Y’) admet une densité
de probabilité et note par f la densité marginale de X. L’objectif de la these est d’étudier
des estimateurs de la fonction de survie conditionnelle qui dépendent de fonctions poids pour
en déduire des estimateurs de quantiles extrémes conditionnels par la méthode indirecte.
Considérons n copies (X1,Y1),...,(X,,Y,) de (X,Y). Les estimateurs de S(-|x¢) que nous
étudions sont de la forme :

Sn(y|zo) = Z W,i(20) 1 {v;=y) (1)
i=1
pour y € R et oli 'ensemble des poids {#}, (%), 1 < ¢ < n} est un tableau triangulaire de
variables aléatoires positives dépendant des données X, ..., X,, et de z( et vérifiant

Z%J(Zﬁo) = 1
i=1
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Le role des poids #,,(zo) est de sélectionner les covariables qui sont le plus "proches" de
xo afin que 'information utilisée pour une telle estimation soit la plus pertinente possible. Ce
genre d’estimateurs est plus communément appelé estimateur local. On obtient naturellement
les estimateurs de quantiles :

Qn(an|x0) = g:(an|$0) (2)

ol ay, est une suite convergeant vers 0 quand n tend vers l'infini. Nous pouvons citer deux
exemples fondamentaux d’estimateurs locaux.

— L’estimateur de Nadaraya-Watson introduit par Nadaraya (1964) et Watson (1964) ou
les poids sont définis par

X, —x . X, —z
NW — K i 0 K J 0
P )= (1 S

avec K une fonction noyau et h,, une suite positive de réels qui converge vers 0 quand
n tend vers l'infini et que 'on appelle fenétre. Il s’agit d'un parametre de lissage qui
contrdle la convergence de 'estimateur ainsi que I’équilibre biais-variance.

— L’estimateur des k,, plus proches voisins : Soit &, une suite d’entiers et soit || - || une
norme sur RP. La méthode des k, plus proches voisins consiste a sélectionner les k,,
observations X; qui sont les plus proches en termes de distances de zy. Si on désigne
par r(i), 1 < i <k, le rang de ||.X; — 20][, alors 'estimateur des k,, plus proches voisins
est défini pour £ € N et (z); = max(0,z) par

WENN (1) = [(hy — 1(0) + 1), )" Zy .

Avant de s’intéresser aux propriétés de l'estimateur (2), il est nécessaire d’introduire une
condition sur S(:|zo). Il s’agit de la Tail First Order Condition (TFO). Soit I e Ret Je R
deux intervalles ouverts contenant 0. Une distribution S vérifie la condition TFO s’il existe
des fonctions positives a et g telles que

- Qlo + 19(0)] - Qo)
T a(1/a)

= ¢(1).

ou Q(a) = S (a) et ot ¢ : J — I est une fonction continue et strictement décroissante
telle que ¢(t)/t — —1 quand ¢t — 0. Plusieurs classes de distributions vérifient la condition
TFO, notamment les distributions appartenant a un domaine d’attraction. Ces distributions
vérifient le théoreme fondamental en théorie des valeurs extrémes érigé par Fisher et Tipett
[2] et Gnendenko [5] qui stipule que le comportement de la queue de ces distributions dépend
d’un parametre v que 'on nomme indice des valeurs extrémes.

Les distributions super heavy-tailed satisfont également la condition TFO. Dans ce cas
la, la fonction de survie est une fonction dite a variations lentes a l'infini, ¢’est-a-dire Vt > 0,
ml_i)IPwS (tz)/S(x) = 1. Elles ne vérifient pas le théoréme fondamental de la théorie des valeurs
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extrémes.

La normalité asymptotique de (2) se montre en deux étapes. La premiére consiste a
montrer la normalité asymptotique de Vestimateur S, (y,(x0)|zo) ol yn(z) est une suite
convergeant vers le point terminal de S(:|zg). Il est nécessaire d'introduire une telle suite
Yn (o) afin d’obtenir des renseignements sur la queue de distribution. Les idées pour montrer
un tel résultat ont été reprises dans la these de Owen [6]. L’astuce est d’utiliser la quantité :

()

qui correspond approximativement au nombre de covariables prises en compte dans l’es-
timation. On en déduit ensuite la normalité asymptotique Q(ay,|xo) par une méthode delta
qui nécessite la condition TFO. On obtient alors le résultat :

Théoréme 0.1. Soit g € RP tel que f(xo) > 0 et on suppose que S(:|xg) vérifie la condition
TFO avec I = I, J = Jy, g(-) = g(-|zo) et a(-) = a(-|xg). Supposons qu’il existe une
suite my(xo) telle que Ny, /my(w0) 2> 1 et soit v2(x0) = mp(20)/n. Si iy (z9) — +00,
V(o) g(n|z0) = +00,

n

o) i i(ao) 20 et famalao)] sup 33 H4(aw0)
An =SS =1

S[Q(5|$0) |Xz]
p

—1] 50,

pour un certain £ €0, 1], alors

v (xo)g(anh'O)Q(Oénm‘O) Qn(an|x0)
n a(1/ay|z0) Q(an|o)

- 1> 4 (0,1).

Les conditions nécessaires pour cette normalité sont sans surprise sur la nature de la
suite a;,. Il ne peut s’agir d'une suite qui est 'ordre d’'un quantile extréme. En effet, on a
la condition ay,,m,(z9) — +o0. Il y a donc tout intérét a définir un estimateur de quantiles
extrémes par extrapolation, par exemple en utilisant la condition TFO. On considere alors
une suite 3, convergeant vers 0 telle que (3, /a,, — 0. On a 'approximation

Q(Bnlro) = Q(an|zo) + a(l/an|z0)p(t|70)

avec t = (B, — a)/g(an|xo). Avant de définir une estimateur de quantiles extrémes par
extrapolation, on doit vérifier que cette approximation est pertinente. Malheureusement, les
erreurs sont tres importantes dans le cas des distributions super heavy-tailed. On se contente
alors uniquement du cas ou les distributions appartiennent & un domaine d’attraction. D’apres
de Haan [1], dans le cas ou les distributions appartiennet a un domaine d’attraction, la
condition TFO est équivalente a la condition du premier ordre suivante :

i @uafzo) — Qlafzo) _
=0 a(l/afz)

Loy (20 (1/u)
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ou y(xg) est l'indice des valeurs extrémes conditionnel et pour tout u > 0, L¢(1/u) =
i/u s*7tds pour ¢ € R. La fonction g(-|xo) est l'identité et ¢(t|zg) = Loz (1/(t + 1)). On
obtient I'estimateur de quantiles extrémes :

Q;E) (Bnlzo) = Qn(an|x0) + @n(1/an|70) L5 F(z0)n (O‘n/ﬁn)

ol Qn (| o), Gn(1/a|z0) et 7(xo) sont des estimateurs de Q(au|o), a(l/ay|xo) et v(zo).

On montre que cet estimateur est consistant, la preuve étant similaire a celle du Théoreme
4.3.1 dans de Haan [1]. Cela nécessite une condition du second-ordre mais aussi de résultats
de consistance sur les estimateurs Q(ay,|xo), @n(1/0m|T0) et Fn(20). Posons (H2) la condition
du second-ordre :

(H2) 11 existe une fonction A(|zo) ne changeant pas de signe et une constante p(zy) <0
telles que A(y|zg) — 0 quand y — +00 et pour tout t > 0,

Qtalzo)—Q(afzo) _ 1/t
lim —/alzo) Loan (1/1) = j y(@o)=1p (o) (1)ds
a0 A(1/azo) 1 o

On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 0.2. Soient v, et (3, deux suites telles que B,/a, — 0 quand n — +0. Supposons
que la condition (H2) soit satisfaite avec p(zo) < 0 ou (p(zo) < 0 avec y(xy) < 0) et qu’il
existe une suite T,(xg) convergeant vers 0 quand n — +oo telle que

Quletlr) = Qlonleo) _ (o)
a(Uanfee) 2T S T
ot Fu20) — 1(w0) = Oo(mazn). Si maleo)in(n/B) — 0 et A(Lfanlae) = Oolma(en)),

alors

=1+ Op(1,())

QS (Balwo) — Q(Snl0)
a(l/an|$0)qv(ro)(an/ﬁn)

Il reste encore & choisir des estimateurs vérifiant ces conditions. Si on consiere Q,, (v, |xo) =
Qv |z0) défini en (2), il est clair que sa consistance est vérifiée en supposant les conditions
du théoreme 0.1 et en posant 7,(z¢) = {In[a,m,(z0)]/[nmn(z0)]}/?. Le choix pour 5(zo)
s’oriente vers celui défini dans l'article de Gardes [3]. Il s’agit d’un estimateur qui est fonc-
tionnelle de Qn(an|x0) et qui peut étre utilisé dans plusieurs modeles, y compris celui ou
I'on considére une variable a grande dimension. Pour « € (0,1) et ¢ une fonction positive et
bornée sur |k, 1], soit U une fonction décroissante définie pour s = 0 par \IJ( ) = 0 et pour

s < 0 par
B(s) = U () Lo(1/u) du) /J W L2(1/u)du

Pour tout ¢ € N et toute fonction décroissante continue a droite U et tout « €]0, 1], soit

= Op(Tn(x0)) avec q,(t) := J s7'n(s)ds.
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TOW) f: () (lnlé(zj;))ddu/(ngo(u)Lo(l/u)du)é.

On consideére 'estimateur

Tg) 1= x x WO (|lx [7(( n(*70))]”
An(10) = A (20) + A, (310) = T (Qu () + T (rrg%?(@n(-m)) )

Dans le méme contexte, on peut définir un estimateur de a(1/a,|xg) :
an(L/anlzo) = Ta, (Qull20):5n—(0))

ot T (U, s) est donné pour toute fonction décroissante et continue & droite par

7a0,9) = Vi) |t S 0% /[ . tjuan

Proposition 0.3. Soit o, une suite convergeant vers 0 quand n tend vers l'infini. Supposons
qu’il existe une suite m,(xo) telle que Ny, /mp(z0) 2> 1 et apymy(zo) — +00 quand n — o

et soit T,(19)* := {In[a,,m, (z0)]/[cnmn(x0)]}. Si on a les conditions suivantes :
— la condition (H2) est satisfaite ;
— A(1/a,|x0) = o(Tn(z0)) et
a(l/om|zo)
Q(O(n|.f(70)

— il existe une constante Cx telle que

= Y+ (20) = 0(Ta(0));

ma, (o) max%l(:vo) < Cx p.s;

1<i<n

— il existe £ > 0 tel que

ol sup S| #4,a0) |1
Blan€ Je i1

Blzo)| Xi]
B

- 1” — o(7u(0))

avee Je = [(1 — &)k, 1 +&], alors

an(1/au,|z0)

EVERES, =1+ Op(1,(x0))-

n(w0) = 7(x0) = Op(Ta(20)) el

()

La condition (5) controle les oscillations de la fonction x — S(y|z) pour des grandes

valeurs de y. Ainsi, on établit la consistance suivante.



Corollaire 0.4. Soient deux suites «,, et 3, convergeant vers 0 quand n tend vers linfini
telles que Bn/am — 0. Supposons qu’il existe une suite m,, () telle que Ny, /my(zo) 2> 1 et
i (20) — +00. Soit 7, (w0) := {In[a,m,(20)]/ [ (20)]} /2. Supposons également que la
condition (HR2) est satisfaite pour p(zo) ou (p < 0 et y(xo) < 0). Si mp(xo)In(a,/B,) — 0,
A(1/an|x0) = o(T(20)) et siles conditions (3), (4) et (5) sont vérifiées, alors

QS (Ba]20) — Q(Balzo
a(l/an|$0)%(ro) (an/ﬁn

0t QU (Bl x0) 1= Qu(n|70) + @n(1/0n|70) Ls, (20) (@0n/ Bn)

Enfin, nous pouvons aussi nous interroger sur le probléme de la dimension de la covariable
X. Il est bien connu que plus la dimension des variables aléatoires augmente, plus les méthodes
d’estimation sont difficiles. Il s’agit du fléau de la dimension. Lorsque la dimension est grande,
les observations sont éparpillées dans l'espace et leurs positions sont tres éloignées de celle
de zy. Cela peut poser probleme par exemple pour l'estimateur de Nadaraya-Watson ou
la suite h, ne peut plus étre correctement choisie. Cela engendre des problemes de biais
importants et il est donc important de réduire la dimension sans perdre de l'information.
L’idée est de considérer une matrice By de taille p x ¢ avec ¢ < p et de rang maximal telle
que la distribution de Y sachant Bj X soit la méme que celle de Y sachant X. On dit alors
que X et Y sont indépendantes conditionnellement a BJ X. Ainsi, on pourrait remplacer
les observations X; par By X; sans perdre de I'information et obtenir des estimateurs plus
performants puisque nos nouvelles covariables ont une dimension moindre (¢ < p). Il serait
donc intéressant de voir s’il est possible de définir un estimateur de quantiles extrémes définit
en fonction de nouvelles observations By X; qui soit plus efficace que 'estimateur standard,
c’est-a-dire ou aucune méthode de réduction de dimension n’est appliquée. On applique la
méthode de réduction de dimension définie dans Gardes [4] qui est spécialement dédiée au
cas des extrémes. Cette méthode implique la condition TCI (Tail Conditional Independence)
qui suppose l'indépendance conditionnelle uniquement sur la queue de distribution. On peut
alors obtenir la consistance de I'estimateur modifié

QP (B,|Bo, w0) = Qu(atn| Bo, 20) + an(1/ctn| B, %0) Ls, (8o 20) (On/ )

ott Q, (0| Bo, 0), (1t | By, ) €t An(Bo, 20) sont les estimateurs de Q(ov,|20), a(1/om|z0)
et y(x) ot on a remplacé #,;, ;(xo) par #;.(Bo, o) qui dépendent de By. La consistance de
cet estimateur de quantiles extrémes se montre de la méme fagcon que pour I'estimateur de
quantiles extrémes sans méthode de réduction de dimension.

= Op(7a(20))

N |

Enfin, les résultats sont validés par des études de simulation pour les deux cas particuliers :
estimateur de Nadaraya-Watson et estimateur des plus proches voisins.
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