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Résumé général

Nos travaux ont consisté a décrire certaines représentations modulaires issues de I’arithmétique. Préci-
sions immédiatement que ce qui suit est une somme de ce qui sera présenté au jury : I’ordre des théoréemes,
ici, n’obéit pas a la succession logique imposée par les démonstrations, mais a la facilité de ’exposition.

Pour étre plus précis, fixons quelques notations. Dans ce document,

— p est un nombre premier,

— F,, est le corps a p-éléments,

— k est un corps local, possédant une racine primitive p-ieme de 1'unité notée &,,

— Gk(p) est le groupe de Galois d’une p-cloture de k,

— i G est un groupe, H'(G,F,) désigne le i-¢me groupe de cohomologie de G & coefficients dans F,,

— lentier n désigne dim H'(Gk(p), F,),

— Dy, est le pro-p-groupe donné par générateurs et relations

.
(o1, x| (z1, x2) (T3, 24) . (Tp1,T0)),

— si G est un pro-p-groupe, ®(G) désigne son Frattini (cf. [DDSMS99)),

— K/k est une p-extension galoisienne finie,

— 81 M est un FG-module, Q(M) désigne 'objet de la catégorie stable qui est le décalage de Heller
de M ([CTVEZ03]).

L’objectif principal était donc de décrire I'action de Gal(K/k) sur le F,-espace vectoriel

J(K) = K*/K*P.

Les représentations de p-groupes en caractéristique p offrant toujours un véritable défi quant a leur
description, puisque le théoréeme de Maschke ne saurait en aucun cas s’appliquer, plusieurs possibilités se
sont offertes a nous, pour affronter ce probleme.

Tout d’abord, la théorie des modules de type de Jordan constant introduits par J. CARLSON, E.
FRIEDLANDER J. PEVTSOvA dans [CFP08]. Certains travaux en effet permettaient de soupgonner une
structure relativement simple de ces derniers ([Fad60],[MS03]).

Sous réserves d’'une hypothese, nous avons apporté une réponse a la question de I’étude de ces modules.

Théoréme 1. Avec nos notations, si K/k n’est pas cyclique, alors J(K) = K*/K*? est un Gal(K/k)-
module de type de Jordan constant. De plus, son type de Jordan stable est [1]%.

Ce théoreme, bien qu’il permette d’englober toutes les extensions p-élémentaires abéliennes, dissimule
des comportements assez contrastés. En effet, il existe des extensions du méme corps dont le groupe de
Galois est isomorphe mais dont la structure de J(K) soit radicalement différente.

C’est pourquoi nous avons complété cette étude par le calcul de la cohomologie qui, elle, permet de
discriminer entre plusieurs cas :

Théoréme 2. Posons G = Gal(K/k). Supposons que G est un p-groupe tel que son anneau de cohomo-
logie H*(G,Fy) est de Cohen-Macaulay; posons alors d;(G) = dimg, H'(G,F,). De surcroit, excluons
les cas ou G serait un des groupes des quaternions généralisés. On a alors lalternative suivante

1. si Uinflation inf: H?(Gal(K/k),F,) — H?*(Gx(p),F,) est nulle, les isomorphismes suivant sont
veérifiés :

02(G,J(K)) @ H* (G, J(K)) s>1

HYG,J(K)) =~ ng(G)'f‘(n—dl(G))
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2. si Uinflation inf: H?(Gal(K/k),F,) — H?(Gk(p),Fp) est non-nulle, les isomorphismes suivant
sont vérifiés :

1

H'(G,J(K)) =~ HG,F,)
HS(G, J(K)) ~ Hs+2(G’ Fp) @HS—Q(G’ Fp) $>2
H(G,J(K)) ~ F@-ttn=d(@)

Ce critere sur l'inflation provient en fait d’un critére sur une application particuliere, qui apparait
dans une suite exacte courte cruciale pour nos démonstrations.

Proposition 3. Soit G = Gal(K/k) ot G est un p-groupe. Pour s € {—1,2}, il existe un module ws(Fp)
stablement isomorphe a Q°(F)) et une suite ezacte :

00— w_1(Fp) —— ws(F)) J(K) 0.

Si application k est stablement nulle, alors 'inflation est nulle. Par voie de conséquence, le module
J(K) est stablement isomorphe a Q%(F,) @ Q*(F,), ce qui se révele faux lorsque x ne Pest pas. L’étude
de k étant en soi plutdét malaisée, surtout en tant qu’application stable, nous avons plutét développé un
critere plus maniable pour les extensions extensions p-élémentaires abéliennes.

Fixons alors la permutation

o=(1,2)(3,4)...(n—1,n).

Pour ce faire, on définit sur Dy, ,,/®(Dy, ) une forme symplectique
Lab(zi,2j) = 654 <]

ol d, ; est le symbole de Kronecker usuel, valant 1 si et seulement si s = j et 0 dans toutes les autres
circonstances.

Théoréme 4. Soit K/k une p-extension élémentaire abélienne, d’un corps local k possédant une racine
primitive p-iéme de Uunité. Soient G = Gal(K/k) et H = Gal(k(p)/K). Posons H = H/P(Gk(p)) <
Gx(p)/®(Gk(p)), et n. Alors Uapplication

inf: H*(G,F,) — H*(G(p), F)

est nulle si et seulement si
— &2 € kX et H contient un espace isotrope de dimension 5 pour Lab,
— H contient un espace isotrope de dimension 5 pour Lab, et H n’est pas contenu dans I’hyperplan
ker Lab(xo, -), sous réserve que &2 ¢ k.

Notre démarche a cependant permis I’obtention de quelques résultats supplémentaires qui sont autant
de « sous-produits ». En effet, 'approche par des calculs explicites nous a mené par exemple & donner une
expression par générateurs et relations de toute une famille de modules stablement isomorphes a Q°(F,,).

Nous nous permettons cependant d’insister sur un en particulier puisqu’il s’inscrit dans le sillage
d’autres travaux ([AGKMO1]) : il s’agit de la structure de extension p-élémentaire abélienne maximale.

Proposition 5. Soit K la p-extension élémentaire abélienne d’un corps local k qui posséde une racine
primitive p-iéme de ['unité. Alors le Gal(K/k)-module J(K) a pour longueur

WWJ(K)) =nlp-1)-1,

ot n est la dimension de k*/k*? en tant que F,-espace vectoriel. De plus si p est impair, alors I’égalité
sutvante est vérifiée :
(n —2)(n? + 5n + 3)

3 .

dimg, Soc(J(K))/Soc(.J(K)) =

Le mémoire fournit au jury se termine qui plus est sur un contre-exemple montrant que le Théoréme
1 ne peut étre étendu a d’autres corps.

Liste des travaux

Une partie des théorémes énoncés ci-dessus figurent déja dans le préprint [Eim21], c’est-a-dire sur
ArXiv, sous le titre
Galois module structure of p™* power classes of abelian extensions of local fields
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