
RÉSUMÉ DE THÈSE : UNE ÉTUDE DE LA CATÉGORIE SPHÉRIQUE DE HECKE VIA
GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE DÉRIVÉE

GUGLIELMO NOCERA

Mon projet de thèse se situe à l’interface de la géométrie algébrique, de la topologie et de la théorie
des représentations. Je me suis concentré sur l’utilisation d’outils de la théorie de l’homotopie, en parti-
culier la géométrie algébrique dérivée et la théorie des ∞-catégories, pour fournir des généralisations
significatives des résultats classiques établis dans le Programme Géométrique de Langlands. La thèse
se compose de trois chapitres principaux, tous relatifs à l’étude de la Grassmannienne affine et de ses
modifications ou notions connexes, dont je vais maintenant résumer le contenu.

1. TRAVAIL DANS LE CADRE DU PROGRAMME GÉOMÉTRIQUE DE LANGLANDS

Un problème classique en théorie des représentations géométriques est l’étude des groupes réductifs
G (e.g. GLn, SLn, PGLn) et leurs doubles de Langlands Ǧ (par exemple, ˇGLn = GLn, ˇSLn = PGLn) .
L’une des conjectures centrales dans ce domaine est la Geometric Langlands Duality, introduite par
Beilinson et Drinfeld et intensivement étudiée par Gaitsgory et d’autres. L’énoncé doit reproduire d’une
certaine manière la conjecture de Langlands classique dans un cadre géométrique et est lui-même conjec-
tural, mais doit satisfaire aux exigences suivantes. Soit G un groupe complexe réductif, et X une courbe
complexe projective lisse. Alors la dualité géométrique de Langlands devrait au moins :

— établir une équivalence entre une catégorie de faisceaux sur le champ BunG(X) de G-torseurs
sur X et une catégorie de faisceaux sur le champ de checkG- systèmes locaux sur X.

— restituer la Geometric Satake Equivalence lorsqu’il est spécialisé à n’importe quel point fermé
de X.

Theorème 1.1 (Geometric Satake Equivalence, [MV07]). Soit G un groupe réductif complexe, et k un anneau
de coefficients parmi Qp, Zp, Z/pn, Fp. Alors il existe une équivalence de catégories tensorielles abéliennes

(PervGO (GrG, k), ?) ' (Rep(Ǧ, k),⊗).
Remarque 1.2. Ici GrG est la Grassmannienne affine associé à G. C’est un objet de dimension infinie,
plus précisément une colimite dirigée de schémas propres sur C, et possède les propriétés suivantes :

(1) GrG(C) = G(C((t)))/G(CJtK).
(2) Dans le cas G = GLn, GrG est interprétable comme un espace de CJtK-treillis dans C((t))n.

(3) Dans le cas général, c’est l’espace des G-torseurs sur le disque complexe formel Spec CJtK avec
une trivialisation sur Spec C((t)).

De plus, GO est un schéma en groupes de dimension infinie agissant sur GrG et tel que GO(C) =
G(CJtK). La catégorie abélienne PervGO (GrG, k) est constituée de faisceaux pervers équivariants par rap-
port à l’action de GO sur GrG. Enfin, ? est une structure monoı̈dale symétrique sur PervGO (GrG) appelée
produit de convolution. Sa définition dépend essentiellement des propriétés géométriques de la Grassman-
nienne affine.

Theorème 1.3 (Geometric Satake Equivalence, [MV07]). Soit G un groupe réductif complexe, et k un anneau
de coefficients parmi Qp, Zp, Z/pn, Fp. Alors il existe une équivalence de catégories tensorielles abéliennes

(PervGO (GrG, k), ?) ' (Rep(Ǧ, k),⊗).
Remarque 1.4. Ici GrG est le affine Grassmannian associé à G. C’est un objet de dimension infinie, plus
précisément une colimite dirigée de schémas propres sur C, et possède les propriétés suivantes :

(1) GrG(C) = G(C((t)))/G(CJtK).
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(2) Dans le cas G = GLn, GrG est interprétable comme un espace de CJtK-treillis dans C((t))n.

(3) Dans le cas général, c’est l’espace des G-torseurs sur le disque complexe formel Spec CJtK avec
une trivialisation sur Spec C((t) !).

Il existe un moyen d’interpréter PervGO (GrG) comme la “spécialisation en tout point de x” du côté
“BunG(X)” de la conjecture géométrique de Langlands, et Rep(Ǧ) comme spécialisation du côté “systèmes
locaux”.

Étant donné que la conjecture géométrique de Langlands est actuellement formulée comme une
déclaration “ dérivée”, Bezrukavnikov-Finkelberg [BF08] et Arinkin-Gaitsgory [AG15] ont prouvé la
Théorème Dérivée de Satake. Là, la catégorie abélienne PervGO (GrG) est remplacée par la catégorie
dite catégorie sphérique de Hecke Sph(G), qui est une catégorie supérieure admettant les présentations
suivantes :

— en tant que dg- ou ∞-category Dc,GO (GrG, k) de GO-réas constructibles équivariants sur GrG ;

— en tant que dg- ou ∞-category D-modGO (GrG, k) de GO-équivariants D-modules sur GrG.

J’ai prouvé le premier des deux théorèmes suivants :

Theorème 1.5 ([Noc20]). La ∞-category Sph(G) admet un E3- structure monoı̈dale étendant le produit de
convolution monod̈ale symétrique des faisceaux pervers.

Theorème 1.6. La ∞-category Sph(G) est équivalente au E2-center de la ∞-categorie dérivée des représentations

DRep(Ǧ, k).

Remarque 1.7. Les dg-categories et les ∞-categories sont des moyens d’encoder l’idée de “catégories
avec une notion d’homotopie et d’équivalence d’homotopie” d’une manière particulièrement utile pour
traiter les catégories dérivées et l’homotopie la théorie. Dans mes travaux, j’adopte la perspective des ∞-
categories, qui est systématiquement exposée dans [Lur09]. L’une des formulations les plus simples de
ce concept est la notion de catégories enrichies dans des espaces topologiques d’ensembles simpliciaux.

Dans ce cadre, des propriétés telles que l’associativité ou la commutativité des structures monoı̈dales
sur les catégories (∞) sont encodées dans certaines “structures de cohérence”, qui permettent également
des notions intermédiaires d’“associativité plus élevée”, appelées Ek-structures algébriques, k ∈N. Par
exemple, un loopspace ΩY supporte un produit qui n’est associatif qu’à homotopie près, dans la mesure
où les associateurs dépendent des paramétrisations de l’intervalle unitaire. C’est ce qu’on appelle une
E1-algèbre dans les espaces. Cette idée se généralise en ΩkY, k ≥ 2 : il existe k lois de produit différentes,
associatives à homotopie près, et distributives les unes par rapport aux autres, qui coı̈ncident à homo-
topie près par le théorème d’Eckmann-Hilton. De la même manière, on peut définir des Ek-algèbres en
∞-catégories (appelées ∞-catégories Ek-monoı̈dales). Pour les 1-catégories, la situation est très simple.
Une E1-algèbre en catégories n’est qu’une catégorie monoı̈dale. Une E2-algèbre en catégories est ce
qu’on appelle une catégorie monoı̈dale tressée. Une catégorie ordinaire Ek-monoı̈dale, pour k ≥ 3, n’est
qu’une catégorie monoı̈dale symétrique. Par exemple, PervGO (GrG) avec le produit de convolution ?
est une catégorie Ek-monoı̈dale pour chaque k ≥ 3. Dans le cas des ∞-catégories générales, au contraire,
une Ek+1-algèbre dans les ∞-catégories est une notion strictement plus forte qu’une Ek-algèbre. En ce
sens, mon résultat sur Sph(G) dans [Noc20] est l’analogue correct dans le monde dérivé de la commu-
tativité de ? sur PervGO (GrG) .

Les deux théorèmes Theorème 1.5 et Theorème 1.6 ont été initialement énoncés par Gaitsgory et
Lurie (non publié). La seconde découle des résultats de Bezrukavnikov-Finkelberg [BF08], Gaitsgory-
Lurie (non publié) et Nadler, et elle implique la première. Dans [Noc20], j’ai prouvé Theorème 1.5
indépendamment, en construisant la structure E3-monoı̈dale recherchée de manière intrinsèque. Ceci
est dans le même esprit de la reconstruction tannakienne expliquée plus haut pour le cas des faisceaux
pervers, où l’existence d’une structure monoı̈dale symétrique sur la catégorie fait partie de la donnée
initiale, et ce n’est qu’a posteriori qu’elle est interprétée comme le produit tensoriel naturel dans une
catégorie de représentations.
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Ma preuve de Theorème 1.5 utilise des outils de la théorie de l’homotopie et de la géométrie algébrique
dérivée, en particulier les travaux de Jacob Lurie dans [Lur17] et de Gaitsgory-Rozenblyum dans [GR17],
afin de fournir l’interaction correcte entre la géométrie objets (par exemple la Grassmannienne affine) et
des invariants hautement structurés sur eux (par exemple la catégorie des faisceaux constructibles).

2. RÉAS CONSTRUCTIBLES ET ESPACES CONIQUEMENT LISSES

La nature de ce projet est beaucoup plus topologique. Dans [Noc20], je me suis intéressé à comprendre
la ∞-catégorie des faisceaux constructibles équivariants sur la Grassmannienne affine par rapport à la
stratification dans les cellules de Schubert. En ignorant un instant la structure équivariante, ce sont des
faisceaux à valeurs spatiales particulières sur l’espace topologique analytique complexe sous-jacent de
GrG (noté Gran

G ) qui sont localement constants sur les strates de S. 1

La théorie des faisceaux constructibles sur les espaces topologiques et les variétés algébriques a
été développée par exemple dans [GM80, Tre09, Lur17, BGH20]. MacPherson a prouvé que sous cer-
taines hypothèses la donnée d’un faisceau constructible sur un espace stratifié (Y, S) est équivalente
à une donnée combinatoire, à savoir une représentation de la “catégorie des chemins de sortie” de
(Y, mathscrS). Lurie [Lur17, Appendix A] a étendu cette remarque à des hypothèses très générales
et à un cadre dérivé, définissant une ∞-category of exit paths Exit(Y, S) et établissant le théorème suivant :

Theorème 2.1 (Théorème d’exodromie, [Lur17, Théorème A.9.3]). Soit (Y, S) un espace coniquement stra-
tifié localement de forme singulière. Alors la ∞-catégorie des faisceaux constructibles à valeurs spatiales sur (Y, S)
est équivalente à

Fun(Exit(Y), Spaces).

L’hypothèse d’être “localement de forme singulière” est assez générale, et est satisfaite par la Grass-
mannienne affine. L’hypothèse que la stratification est conique dit essentiellement que chaque point a un
voisinage où la stratification ressemble à Rn×C(Z), C(Z) étant le cône topologique d’un espace stratifié
Z. On peut interpréter cette condition comme un analogue stratifié de “être une variété topologique”.

Or, la stratification en cellules de Schubert du Grassmannien affine satisfait les conditions de Whitney,
et il est bien connu que

Lemma 2.2. Toute stratification satisfaisant les conditions de Whitney est conique.

Cela m’a permis d’appliquer Theorème 2.1 dans [Noc20] et de compléter la preuve de l’existence de
la E3-structure recherchée sur la catégorie sphérique.

Ayala, Francis et Tanaka [AFT17] ont introduit la notion de structure coniquement lisse sur un espace
stratifié, qui est interprétable comme un analogue stratifié d’une structure différentiable. Dans [NV21],
j’ai prouvé avec Marco Volpe (Ratisbonne) la conjecture suivante contenue dans leur article [AFT17],
affinant ainsi Lemma 2.2.

Theorème 2.3 (N.-Volpe 2021, [NV21]). Tout espace stratifié satisfaisant les conditions de Whitney [Whi64,
Whi65] admet une structure conique lisse.

Notre résultat fournit une large classe d’exemples de structures coniquement lisses. En particulier,
cela implique que la Grassmannienne affine GrG admet une structure canonique coniquement lisse.

3. ALGÈBRES D’AZUMAYA DÉRIVÉES ET GERBES

Le groupe de Brauer d’un champ a été largement étudié depuis son introduction par Serre et Gro-
thendieck. Dans les mêmes articles, la théorie générale des groupes de Brauer de variétés algébriques
est développée, généralisant ainsi le cas des corps : c’est le groupe des algèbres d’Azumaya sur X, à une
relation d’équivalence appelée Morita équivalence. Giraud [Gir71] a montré comment pour toute variété

1. Dans notre cas, nous voulons des faisceaux évalués dans la ∞-catégorie dérivée des Λ-modules pour un anneau de coeffi-
cients Λ, mais cela n’est pas pertinent dans la présente section.
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algébrique S, H2(S, Gm) peut être interprété comme un ensemble de Gm-gerbes sur S. Il existe une carte
des groupes

Br(S)→ H2(S, Gm)

impliquant que toute algèbre d’Azumaya sur S donne lieu à un Gm-gerbe sur S. Cette application est
injective, mais elle prend des valeurs dans le sous-groupe de torsion de H2(S, Gm), qui peut en général
être un sous-groupe approprié pour les variétés non régulières.

En utilisant la théorie des dg/∞-catégories stables présentables, Toën [Toë12] a défini une notion de
algèbre d’Azumaya dérivée sur une variété algébrique S et une notion correspondante de Équivalence
de Morita étendant l’équivalence classique. Il montre que le groupe dBr(S) des algèbres d’Azumaya
dérivées jusqu’à l’équivalence de Morita est isomorphe à

H2(S, Gm)×H1(S, Z)

où le deuxième facteur est 0 si S est normal.
Il y a eu des travaux ultérieurs dans le sens de rendre plus explicite la relation entre Gm-gerbes et

les algèbres d’Azumaya dérivées. [BP21, Théorème 5.19], suite aux travaux de [Lie04] et [BS19] res-
pectivement au niveau des catégories abéliennes et triangulées, dit que si G est un Gm-gerbe sur une
base S, alors il y a une action du champ d’inertie I(G/S), induisant une notion de χ-faisceau quasi-
cohérent homogène sur G, pour χ un caractère de Gm. Elle dit aussi que la ∞-catégorie QCoh(G) des
faisceaux quasi-cohérents se décompose en une somme directe des sous-catégories QCohχ(G) des fais-
ceaux homogènes. Partant de là, une explicitation de la connexion entre Gm-gerbes sur S et les algèbres
d’Azumaya dérivées semble possible, selon les lignes suivantes.

Mon intérêt pour la théorie des Gm-gerbes (et donc des algèbres d’Azumaya) est né du fait que de
puissantes modifications de la Grassmannienne affine usuelle GrG, liée à la dualité conjecturale de Lan-
glands pour les surfaces , sont exprimés en termes de gerbes.

Dans l’ouvrage [BP21] apparaı̂t la conjecture suivante :

Conjecture 3.1. Si Y → S est un Gm-gerbe, alors

QCohα(S)⊗QCohβ(S) ' QCohα+β(S)

comme QCoh(S)-linear ∞-categories présentables, pour tout α, β ∈ H2(S, Gm).

Corollaire 3.2. En particulier, la ∞-category QCohα(X) est inversible dans PrL,c.g.
X , d’où Morita équivalent à

une algèbre d’Azumaya dérivée par le travail de Toën.

Michele Pernice (Scuola Normale Superiore) et moi avons prouvé cette conjecture. Plus précisément,
le théorème principal que nous démontrons est le suivant :

Theorème 3.3. Soit S un schéma quasi-séparé quasicompact. Le foncteur

GerGm(S)→ {objets inversibles dans PrL,c.g.
X }

est monoı̈dal symétrique par rapport à :

— le produit rigidifié de Gm-gerbes ? sur la source (cfr. [BP21]) ;

— le produit tenseur de Lurie sur le codomaine.

De plus, il a un inverse qui est à nouveau monoı̈dal symétrique, envoyant une ∞-catégorie ∞-linéaire inversible
M à sa champ de trivialisations sur X.

4. LISTE DES PUBLICATIONS

— A model for the E3 fusion-convolution product of constructible sheaves on the affine Grassmannian (pre-
print disponible sur https://arxiv.org/abs/2012.08504)

— Whitney stratifications are conically smooth (avec Marco Volpe, preprint disponible sur https://

arxiv.org/abs/2105.09243)
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