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Le but de cette these est d’étudier trois objets associés au modele d’Anderson sur Z<. Le
premier est la densité d’états intégrée dans le cas d = 1 et le potentiel suit une loi de Ber-
noulli. Les deuxiéme et troisieme, qui sont intrinsequement liés, sont la valeur propre principale
et la fonction landscape (introduite par Filoche et Mayboroda dans [FM12]) de ’hamiltonien
d’Anderson restreint & une boite.

Nous commencons par une breve description du modeéle d’Anderson et de certaines de ses pro-
priétés de base. Nous donnons ensuite une définition rigoureuse des objets qui nous intéressent,
avant d’énoncer les questions qui nous semblent pertinentes concernant ces objets et de présenter
nos contributions au sujet sous forme de théoremes.

Le modele d’Anderson est défini par 'opérateur de Schrodinger aléatoire
H:=-A+V:0*2% — *(2%
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ot {V(z)},eza est une famille indépendante et identiquement distribuée (i.i.d.) de variables
aléatoires réelles, définie sur un espace de probabilité (2, F,P), avec une loi commune v.

Le fait que V soit i.i.d. rend l'opérateur H ergodique. Cela implique que certains objets
associés a H sont déterministes et non aléatoires. Parmi ceux-ci, les plus notables sont le spectre
de H et la densité d’états intégrée (DEI) :

— o(H) = o(—A) +suppv = [0,4d] + supp v, P-p.s.,
— Ro>z+—— I(z) = lim
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ot A, = [-n,n4NZet H R vérifie une condition de Dirichlet sur le bord de A,,, ses valeurs

propres étant comptées avec r;lultiplicité. La DEI est une fonction de répartition non aléatoire
dont la mesure de probabilité associée, appelée mesure de densité d’états, a pour support o(H) =
[0, 4d] + supp v.

1 La DEI du Modéle d’Anderson-Bernoulli & une dimen-
sion

La plupart de la littérature de recherche sur la DEI se concentre sur sa régularité ou sur
sa décroissance exponentielle vers les bords de o(H), connues sous le nom d’asymptotiques de



Lifshitz. Sur le plan de la régularité, les deux principaux résultats sont que I est toujours log-
Holder continue [CS83] (en particulier continue) et que, si p admet une densité bornée, alors I
est de classe C'°°. Entre ces deux énoncés, il existe un grand nombre de résultats qui, avec des
hypotheses distinctes sur u, donnent une régularité différente pour I. Du coté des asymptotiques
de Lifshitz, I’énoncé le plus courant concernant la décroissance exponentielle de I au voisinage
de la borne inférieure de o(H ), sous ’hypothése que a = inf supp v > —oo, est que
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comme démontré par Simon dans [Sim85].

Peu ou pas de recherches ont été menées pour répondre a la question : quelle valeur [
attribue-t-il a une énergie x donnée ? C’est en effet une question tres difficile en toute généralité.
Nous n’avons des réponses completes que lorsque v = §. (c’est a dire lorsque V(z) = ¢ pour
tout = € Z%) ou lorsque v =Cauchy (g, ) [L1069)].

Dans la premiere partie de la these, nous répondons partiellement a la question précédente
lorsque d = 1 et v = ¢ Bernoulli(p) pour ¢ > 0 et 0 < p < 1. Dans un tel contexte, le spectre de
H se compose de deux intervalles (pas nécessairement disjoints) [0,4] et [¢,( + 4], qui peuvent
étre envoyés les uns sur les autres par une transformation unitaire. Cela implique qu’il suffit de
décrire la DEI sur [0,4]. Nous montrons qu’il existe un ensemble dense dénombrable d’énergies
auxquelles la DEI peut étre calculé explicitement, a condition que ( est assez grand. Pour
énoncer précisément nos contributions, nous avons besoin de quelques définitions et notations.
Nous définissons les fonctions

@) =3 (1= p)? {
y=1

y+l

= S (Va7 |- -eoo

ou |-] est la fonction partie entiere. Nous définissons également I'ensemble des énergies ration-

nelles
R= {ﬂ_l(b/a) (: 4sin? (%)) ‘ a,beN, a< b} ,

qui est dénombrable et dense dans [0,4]. Nous notons I, . la DEI correspondant & v = ¢
Bernoulli(p). Avec cela, notre théoréme s’écrit :

Théoréme 1. Pour tout = € R, il existe (.(z) €]0, oo[ tel que

2 Gelr) = Ipgl) = L5 (2).

Pour tous a,b € N tels que a < b et ged(a,b) =1, on a :

¢(B87*(b/a)) < max {8, %b + 4}
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De plus, Clim Ipc(z) = ng (z) pour tout = €]0,4[.
—00

De plus, nous donnons dans le théoréme suivant une meilleure estimation de (.(-) dans le
casotla=1loua=>b—-1.



Théoreme 2.
i) ¢.(B71(b/1)) < 4 pour tout b € N\ {1}.
i) ¢ (871 (b/(b—1))) <B7'(b/(b—1)) pour tout b € N\ {1}.

De ces deux théoremes nous extrayons comme corollaire une version des asymptotiques de
Lifshitz beaucoup plus forte que celle donnée par la limite avec double logarithme ci-dessus.
Un tel résultat plus fort a été obtenu pour la premiére fois dans [SB03|, par une méthode
completement différente.

Valeur propre principale et fonction landscape

Intéressons-nous maintenant & la restriction de volume fini du modele d’Anderson —A,, +V
(= H|A ). Il a été conjecturé que sa fonction landscape, définie par

La, v = (=Ap, + V)M,

n?

capture les petites valeurs propres de —A,, + V. Si nous fixons {Lﬁ\v}l comme le maximum
local de Ly, v ordonné de maniere décroissante, et {/\f\mv}i comme les valeurs propres de
—Ap, +V ordonné de maniere croissante avec des multiplicités, alors une telle conjecture peut
étre vaguement énoncée comme (voir [DFM21]) : Si 0 = inf supp v alors

. d
A, vLa, v~ 1+1, 1<i<n®

Des expériences numériques semblent confirmer la conjecture (voir [FM12],[DFM21]) mais il
n’en existe pour l'instant pas de démonstration mathématique.

Dans la deuxieme partie de cette these, nous donnons une formulation précise de la conjec-
ture pour le cas i = 1, c’est-a-dire pour le produit de la valeur propre principale (la plus petite)
Aa,.v = A}, v et la sup-norme de la fonction landscape || L, v | = L} sur une grande boite
A,,. Nous affirmons qu’un tel produit converge presque stirement vers une constante dimension-
nelle explicite, différente de 1 + %, quand n tend vers l'infini et nous donnons la preuve de la
liminf. Pour le cas particulier d = 1, nous donnons également la preuve de la lim sup.

Encore une fois, pour énoncer clairement nos contributions, nous avons besoin de quelques
hypothéses et notations. Nous supposons V positif (c’est-a-dire, P [V (0) €] — 00,0[] = 0) et
que sa fonction de distribution F(t) = P[V(0) < ¢] vérifie 'une des conditions mutuellement
exclusives suivantes :

(C1) 0< F(0) <1, (Exemple : Loi Bernoulli(p))
(C2) F(t) =ct"(14 0(1)) quand ¢ | 0 pour ¢, n > 0. (Exemple : Loi uniforme(0, 1))

On note par wq et g respectivement, le volume de la boule unitaire dans R¢ et la valeur
propre principale du Laplacien continu (— Zgzl 0?/0x?) sur une telle boule avec des conditions
au bord de type Dirichlet. Notre conjecture est alors la suivante :

. . Hd
C ture. lim A L = — P-ps.
onjecture. lim Ar, v LA, v 54 p-s
L’argument heuristique derriere cette conjecture est que aussi bien Ap, v que |[La, v
sont controlés par la plus large boule a l'intérieur de A,,, qui a un potentiel nul ou tres faible.
Si le rayon d’une telle boule est 7 alors, grosso modo, A, v est proportionnel a r=2 et | Lnv Il

est proportionnel & r2. L’apparition de la constante continue £4 est un autre exemple de la



solution d’un probleme discret convergeant vers la solution du probleme continu correspondant.
Le désaccord entre les constantes dimensionnelles 54 et 1 + % s’explique simplement par le fait
que 1+ % a été "deviné” a partir des expériences numériques, et que les deux constantes sont
proches 'une de ’autre. Par exemple, pour d =1on a 1+ % =1.25et & = ’T; ~ 1.23.

Comme premiere étape vers la démonstration de cette conjecture, nous donnons I’asympto-
tique presque siire de la valeur propre :

Théoréme 3.
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— Pour (C1), li_>m AA,V <
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— Pour (C2), nl;rrgo AN,V i =pq P-ps.

Ensuite, nous dérivons quelques propriétés générales des fonctions du landscape, qui, avec le
théoreme précédent, nous conduisent au :

Théoreme 4.
) lim A,y s, vl > B
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P-p.s.
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ii) Sid=1 alors ”h_>n;o A v 1L, vl = 5 P-p.s.
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