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Cette thèse s’intéresse à certaines propriétés des breathers de l’équation de Korteweg-de Vries
modifiée (mKdV), qui est un exemple d’équation aux dérivées partielles non linéaire et dispersive.
Cette équation a aussi pour particularité d’être intégrable : on peut donc trouver des formules
pour ses solutions grâce à la méthode du scattering inverse et elle admet une infinité de lois de
conservation. (mKdV) admet deux types de solutions intéressantes : les solitons et les breathers.
On s’intéresse tout particulièrement aux propriétés asymptotiques d’interaction et de stabilité.

Les solitons ont déjà beaucoup été étudiés. Les résultats sur leur stabilité ou l’existence et
l’unicité de multi-solitons ont déjà été établis, notamment par Martel et Merle. L’objectif de cette
thèse est de voir dans quelle mesure ces différentes propriétés s’étendent aux breathers. Ce sont
des objets dont l’étude est justifiée par leurs propriétés dynamiques remarquables, ainsi que par la
conjecture de résolution en solitons et en breathers.

On démontre d’abord l’existence et la régularité des multi-breathers. On s’aperçoit que cette
démonstration peut se faire de deux manières. La première consiste à utiliser la structure varia-
tionnelle d’un breather (qui a été étudiée par Alejo et Muñoz), en introduisant une fonctionnelle de
Lyapunov adaptée. Cette méthode est plus robuste car généralisable à un cas non intégrable. De
plus, les techniques utilisées dans cette méthode sont utiles pour démontrer les théorèmes d’unicité
pour lesquels on n’a pas le choix de la méthode. La deuxième consiste à utiliser l’intégrabilité de
l’équation. En effet, on démontre que la formule trouvée pour les multi-breathers par la méthode
de scattering inverse (elle a été trouvée par Wadati) correspond bien à la définition naturelle d’un
multi-breather. Cette méthode est plus précise car elle permet de trouver des informations supplé-
mentaires sur le multi-breather construit qui sont inaccessibles avec une méthode généralisable aux
cas non intégrables (par exemple, on détermine l’effet d’une collision entre deux breathers, ce qui
semble être nouveau).

Deuxièmement, on démontre l’unicité d’un multi-breather pour une collection donnée de solitons
et de breathers. On démontre deux résultats d’unicité avec deux définitions différentes d’unicité. Le
premier démontre une notion d’unicité qui correspond à une unicité dans la classe des solutions qui
convergent plus vite qu’un polynôme de degré suffisamment grand vers leur profil, et qui ne demande
pas plus d’hypothèses que d’habitude sur les vitesses des objets en jeu. Le deuxième démontre une
unicité plus forte (dans la classe des solutions qui convergent vers leur profil, sans hypothèse sur le
taux de cette convergence), mais demande plus d’hypothèses sur les signes des vitesses des objets
en jeu (elles doivent être toutes strictement positives).

Enfin, on démontre qu’une somme de solitons et de breathers de (mKdV) est orbitalement
stable : c’est la notion de stabilité adaptée aux solitons et aux breathers, qui ressort naturellement
de l’étude des fonctionnelles de Lyapunov qui leur sont associées, et qui dit que ces objets sont
stables aux translations appropriées près. Il s’agit d’une autre utilisation des techniques utilisées
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pour démontrer l’unicité. Ce résultat s’applique aux configurations constituée d’objets ayant toutes
leurs vitesses strictement positives, sauf éventuellement une (c’est donc une hypothèse plus faible
que celle du résultat fort d’unicité). Via la formule obtenue par scattering inverse, on en déduit
d’ailleurs une amélioration du théorème de l’unicité forte.

Signalons que tous les résultats de cette thèse demandent à ce que les vitesses des objets consi-
dérés soient deux à deux distinctes. En effet, toutes les démonstrations requièrent à ce que tous les
objets soient suffisamment découplés et qu’ils le restent au cours du temps, autrement dit on se
place dans un cadre où on peut négliger les interactions entre objets.

Un des enjeux de cette thèse est d’étudier les interactions entre des objets non linéaires de deux
types différents. En effet, un soliton a naturellement une structure variationnelle H1, alors qu’un
breather a naturellement une structure variationnelle H2. L’approche choisie dans cette thèse est de
ne pas s’appuyer sur l’intégrabilité de (mKdV). On cherche à éviter les calculs fastidieux, à proposer
des raisonnements robustes et pour les résultats d’unicité, on ne peut pas procéder par intégrabilité.
Les trois résultats principaux de cette thèse (existence, unicité et stabilité d’un multi-breather) sont
établis en partant de la structure variationnelle d’un breather. On précise toutefois lesquels de ces
résultats peuvent être obtenus par des techniques d’intégrabilité et lesquels de ces résultats peuvent
être améliorés grâce à l’intégrabilité, ce qui donne lieu à un chapitre supplémentaire de la thèse
contenant des résultats nouveaux.

Pour y arriver, on parvient à étudier les solitons et les breathers à un niveau de régularitéH2. On
démontre que les solitons ont la même structure variationnelle qu’un breather dégénéré. Sachant
qu’un breather passé à la limite est un dipôle, on peut dire qu’un soliton a la même structure
variationnelle qu’un dipôle qui lui est naturellement associé (couple soliton-antisoliton constitué du
soliton en question).

Les autres arguments utilisés dans cette thèse sont des arguments de localisation, de monotonie
et de bootstrap. Il s’agit d’arguments qui ont déjà été introduits pour les solitons par Martel et
Merle. Les démonstrations qui ont recours à l’argument de monotonie nous contraignent de faire des
hypothèses plus fortes de vitesses positives. Notons que cette restriction sur les signes des vitesses
n’est réellement une restriction que pour les breathers parce que la vitesse d’un soliton est forcément
strictement positive.

Existence et régularité d’un multi-breather

Etant donnés des solitons et des breathers de vitesses deux à deux distinctes, on démontre qu’il
existe une solution de (mKdV) qui converge en norme H2 vers la somme de ces objets lorsque
t → +∞. Cette solution porte le nom de multi-breather. On démontre également que la vitesse de
cette convergence est exponentielle. Cette démonstation se fait grâce des arguments de bootstrap
et de localisation. Puis, on démontre par récurrence que cette convergence exponentielle a lieu dans
tout Hs.

On signale que les techniques de l’intégrabilité permettent d’obtenir le même résultat moyennant
des calculs fastidieux. Elles permettent aussi de l’améliorer : on en déduit notamment que le multi-
breather donné par la formule est aussi un multi-breather pour t→ −∞. Enfin, les calculs effectués
permettent de déterminer l’effet d’une collision entre deux breathers (ou deux solitons, ou un soliton
et un breather) de (mKdV) : les deux objet conservent leur forme mais subissent un décalage. Il
semble que les formules donnant le décalage calculées dans cette thèse sont nouvelles. On en déduit
aussi que l’effet d’une collision avec plusieurs objets revient à une somme des effets des collisions
avec chacun d’entre eux.
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Unicité d’un multi-breather

La notion la plus satisfaisante d’unicité H2 est le fait qu’il y a une unique solution de (mKdV)
qui converge vers une somme de solitons et de breathers P dans H2 lorsque t→ +∞. On démontre
ce résultat dans cette thèse en deux étapes, la première desquelles consiste à prouver que si une
solution converge vers P dans H2 lorsque t→ +∞, alors cette converge est exponentielle. La preuve
de cette étape demande un argument de monotonie, ce qui demande une condition plus forte sur
les vitesses des objets en jeu : leurs vitesses doivent être toutes strictement positives.

On démontre également un résultat d’unicité qui ne demande pas d’hypothèses sur les signes des
vitesses. Cependant, dans ce cadre, on démontre une notion d’unicité plus faible : il y a une unique
solution de (mKdV) qui converge vers P dans H2 lorsque t→ +∞ avec une vitesse de convergence
au moins polynomiale de degré suffisamment grand. Ce résultat fait également office de la deuxième
étape de la démonstration du premier résultat d’unicité.

Stabilité orbitale d’une somme de solitons et de breathers

On démontre que si les vitesses des solitons et des breathers sont deux à deux distinctes et si
elles sont toutes strictement positives sauf possiblement une, alors la somme P de ces objets est
orbitalement stable. La stabilité orbitale de P signifie que si les différents objets sont suffisamment
découplés au temps initial et si une solution u de (mKdV) est proche de P au temps initial dans
H2, alors u reste proche de P dans H2 pour tout temps positif aux translations près sur les objets.
Autrement dit, pour préserver la proximité avec u, on autorise à translater les solitons en espace
pour tout temps et on autorise à translater les breathers en espace et en phase pour tout temps.
Ces translations sont au coeur de l’argument de modulation qui est utilisé tout au long de cette
thèse.

La démonstration de ce résultat demande elle aussi un argument de monotonie. Cependant, la
différence avec l’unicité est qu’ici on effectue le raisonnement en commençant par l’objet le plus
rapide vers la droite et en terminant par l’objet le plus lent vers la droite (i.e. le plus rapide vers la
gauche), alors que pour l’unicité on commençait par l’objet le plus lent vers la droite et on terminait
par l’objet le plus rapide vers la droite. Cette différence permet d’assouplir l’hypothèse sur les signes
des vitesses.

Enfin, en utilisant l’intégrabilité, on trouve qu’on peut déduire un résultat d’unicité pour les
multi-breathers comme corollaire du résultat de stabilité orbitale.

Plan de la thèse

Le chapitre 2 consiste en une démontration de l’existence et de l’unicité des multi-breathers en
utilisant les techniques issues de la structure variationnelle d’un breather. Il correspond au contenu
de la publication intitulée On the uniqueness of multi-breathers of the modified Korteweg-de Vries
equation.

Le chapitre 3 consiste en une démonstration de la stabilité orbitale d’une somme de solitons
et de breathers. Il correspond au contenu de la publication intitulée Orbital stability of a sum of
solitons and breathers of the modified Korteweg-de Vries equation.

Le chapitre 4 consiste à étudier les conséquences de l’intégrabilité de (mKdV) qui sont pertinentes
pour les résultats démontrés dans cette thèse. On y démontre notamment la formule donnant l’effet
d’une collision entre deux breathers.
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