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Résumé de thèse

Cette  thèse  se  situe  en  combinatoire  algébrique,  et  plus  particulièrement  en
combinatoire  énumérative.  On  s’intéresse  au  treillis  de  Tamari,  à  certaines  de  ses
généralisations,  et  à  leurs  intervalles.  Le  treillis  de  Tamari  est  un  ordre  partiel  qui
apparaît  dans  des  contextes  très  variés,  et  l’énumération  de  ses  intervalles  par
Chapoton est donné par à une formule qui apparaît dans d’autres contextes, à savoir les
cartes  combinatoires  et  les  représentations  du  groupe  symétrique.  Ce  travail  de
recherche s’organise principalement en deux axes. Le premier axe se concentre sur les
intervalles linéaires dans les treillis de Tamari et de Dyck, ainsi qu’à une nouvelle famille
d’ordres  partiels  qui  les  généralisent,  les  treillis  alt  ν-Tamari,  dans  laquelle  un
phénomène  d’équidistribution  est  prouvé.  Le  second  axe  s’intéresse  à  deux
généralisations  distinctes  du  treillis  de  Tamari,  les  treillis  m-Tamari  et  les  treillis  m-
Cambriens notamment parce qu’une conjecture de Stump, Thomas et Williams formule
que le treillis m-Cambrien en type A linéaire aurait le même nombre d’intervalles que le
treillis m-Tamari.

Le treillis de Tamari est un ordre partiel défini par Dov Tamari en 1962, sur des objets
comptés par les nombres de Catalan. Il admet de nombreuses descriptions, dans des
contextes très différents et a été beaucoup étudié. Ces descriptions ont donné lieu à
différentes généralisations, dont certaines sont centrales dans cette thèse. Le treillis de
Tamari peut notamment être défini sur les chemins de Dyck, ce qui amène de façon
assez naturelle à une première généralisation par Bergeron en 2012 à des chemins de
m-Dyck en les treillis m-Tamari, puis par Préville-Ratelle et Viennot en 2017 à une classe
encore plus large de chemins en les treillis ν-Tamari. On peut aussi décrire le treillis de
Tamari comme un certain sous-treillis de l’ordre faible sur le groupe symétrique. Cette
construction peut être généralisée aux groupes de Coxeter finis. Reading a construit une
famille d’ordres partiels appelés treilllis Cambriens, dans laquelle le treillis de Tamari
apparaît dans le cas du type A linéaire. Cette famille a été généralisée en 2015 par
Stump,  Thomas  et  Williams  en  les  treillis  m-Cambriens,  dont  ils  donnent  plusieurs
descriptions. Une autre famille d’ordres partiels sur les chemins de Dyck est introduite et
étudiée dans ce manuscrit, à savoir les ordres partiels alt-Tamari, comprenant à la fois le
treillis de Tamari et le treillis de Dyck. Cette nouvelle famille a été par la suite étendue
dans un travail conjoint avec Ceballos en les treillis alt ν-Tamari comprenant à la fois les
treillis ν-Tamari et les ordres alt-Tamari. D’autres descriptions et généralisations existent
mais ne font pas l’objet de cette étude.

Une  des  intérêts  pour  étudier  ces  différents  ordres  partiels  est  l’aspect  énumératif.
Certaines  quantités  que  l’on  peut  compter  admettent  des  formules  closes,  qui
apparaissent parfois dans d’autres domaines, ce qui peut indiquer un lien potentiel à
construire avec le treillis de Tamari. D’abord, ce dernier est défini sur des objets comptés
par les nombres de Catalan, et l’on connaît plus de deux cents familles d’objets ainsi
énumérés.  Ensuite,  le  nombre  d’intervalles  du  treillis  de  Tamari  a  été  calculé  par
Chapoton en 2005, par une formule qui apparaît notamment dans les travaux de Tutte
de 1962 portant sur des cartes combinatoires, mais aussi dans les travaux de Haiman de
1994 comme la  dimension  conjecturale  de  la  composante  alternée  de  l’espace  des
polynômes harmoniques diagonaux en trois jeux de variable. C’est ce lien qui a conduit
Bergeron à introduire la description du treillis de Tamari sur les chemins de Dyck et la
famille des treillis m-Tamari. De façon similaire, Chapoton a observé une coïncidence en
dénombrant  les intervalles linéaires dans les treillis  de Tamari  et  de Dyck,  ce qui  a
conduit à leur étude et à l’introduction de la famille des ordres alt-Tamari puis des ordres
alt ν-Tamari, pour comprendre et expliquer cette observation.



Une première partie du manuscrit s’attache à présenter les outils et objets principaux de
la  thèse.  Dans  un  premier  temps,  on  introduit  les  différents  objets  Catalan  et  leurs
généralisations,  ainsi  que les  outils  de séries  génératrices  et  classes combinatoires.
Ensuite, les notions liées aux ordres partiels et treillis font l’objet d’une seconde section,
dans laquelle en particulier une première description du treillis de Tamari est donnée.
Une  troisième  section  s’attache  à  présenter  les  groupes  de  Coxeter  et  les  ordres
classiques associés, notamment l’ordre faible, l’ordre absolu et les ordres Cambriens. La
dernière section de cette partie  présente les différentes généralisations du treillis  de
Tamari qui apparaissent dans ce manuscrit.

Les deux parties suivantes se concentrent chacune sur l’un des deux axes de la thèse.
La deuxième partie concerne le premier axe, à savoir les intervalles linéaires dans les
treillis  de Tamari  et  de Dyck,  et  dans les nouvelles familles d’ordres partiels qui  les
généralisent.

Un intervalle linéaire est un intervalle totalement ordonné, qui est donc isomorphe à une
chaîne d’une certaine longueur. Les treillis de Tamari et de Dyck peuvent être tous les
deux définis sur les chemins de Dyck, et d’une telle manière que le treillis de Dyck raffine
celui de Tamari. De façon surprenante, on observe que la distribution des intervalles
linéaires est la même dans les deux ordres partiels. Dans un premier temps, on étudie la
structure  des  intervalles  linéaires  dans  chacun  des  treillis,  et  l’on  prouve  cette
observation, jusqu’alors conjecturale. Dans un second temps, on introduit la famille des
ordres alt-Tamari, définis sur les chemins de Dyck à partir d’un vecteur d’incrément δ.
Deux choix extrêmes de ce vecteur conduisent  aux cas Tamari  et  Dyck.  On prouve
d’abord que ces ordres sont bien définis, un résultat de raffinement, puis l’on étudie leurs
intervalles  linéaires,  que  l’on  décrit  combinatoirement.  On  obtient  finalement  que  le
résultat d’équidistribution des intervalles linéaires est vrai au sein de toute la famille. On
peut enfin donner une bijection entre les intervalles linéaires et des chemins dans une
grille rectangulaire.

Les chemins de Dyck peuvent être définis comme des chemins dans un réseau avec des
pas nord et est, qui restent au-dessus de la diagonale. Les treillis de Dyck et de Tamari
peuvent chacun être généralisés sur des ensembles de chemins plus généraux, à savoir
les chemins qui restent au-dessus d’un chemin frontière ν, respectivement en les treillis
ν-Dyck et  ν-Tamari. On observe, une fois fixé le chemin ν que la distribution de leurs
intervalles linéaires est à nouveau la même. On peut en fait adapter la construction des
ordres alt-Tamari au cas des ν-chemins, et produire une nouvelle famille plus générale
des ordres alt ν-Tamari. On prouve que ces ordres sont en fait tous des treillis, puis on
étudie leurs intervalles linéaires, et l’on prouve de façon bijective que leur distribution ne
dépend que du chemin ν.

La troisième partie de ce manuscrit porte quant à elle sur les intervalles dans les treillis
m-Tamari et m-Cambriens.

Dans un premier temps, on explique comment les intervalles ont été comptés dans le
treillis de Tamari par Chapoton en 2005 puis dans les treillis m-Tamari par Bousquet-
Mélou,  Fusy  et  Préville-Ratelle  en  2011.  Dans  ce  dernier,  deux  statistiques  sont
attachées aux intervalles des treillis m-Tamari, et une symétrie de leur distribution jointe
est  observée.  On introduit  de nouvelles statistiques attachées aux intervalles,  et  l’on
formule une version raffinée de l’équation fonctionnelle de l’article de Bousquet-Mélou,
Fusy et Préville-Ratelle. La symétrie a été prouvée par Pons en 2018 en utilisant des



objets en bijection avec les intervalles, à savoir les intervalles-posets définis par Chatel
et Pons en 2013.

Dans un second temps, on donne différentes définitions des treillis m-Cambriens définis
par Stump, Thomas et Williams. Dans leur article, ils conjecturent qu’en type A linéaire,
le nombre d’intervalles serait le même que dans le treillis de Tamari, et ce, même en
raffinant  le  comptage  avec  certaines  statistiques.  On  décrit  différentes  approches
employées pour attaquer la conjecture.
Dans une première approche, on introduit de nouvelles statistiques sur les intervalles
des treillis Cambriens, et  l’on conjecture qu’en type A linéaire, leur distribution serait
identique à celle des statistiques décrites précédemment sur les intervalles des treillis m-
Tamari,  ainsi  que  celles  sur  les  intervalles-posets.  Ce  travail  raffine  toutes  les
conjectures  formulées  jusqu’alors.  Le  but  serait  de  trouver  une  bijection  qui  soit
contrainte par les statistiques, ou bien de montrer que la série génératrice des intervalles
m-Cambriens en type A linéaire satisfait la même équation fonctionnelle que celle des
intervalles m-Tamari. 
Une seconde approche consiste à étudier par eux-mêmes les intervalles m-Cambriens
en  général  ou  en  type  A  linéaire,  et  de  produire  une  décomposition  récursive  qui
mènerait à une autre équation fonctionnelle. Des résultats en ce sens ont été obtenus,
mais n’ont pas abouti.
Une dernière approche enfin semble nous donner une description nouvelle des treillis m-
Cambriens, avec en particulier un critère de comparaison, plutôt qu’une description par
relations de couvertures. En particulier, en type A linéaire, on obtiendrait une bijection
entre les intervalles m-Cambriens et les m-multichaînes dans un nouvel ordre sur les
intervalles du treillis de Tamari.

Les conjectures reliant les intervalles du treillis m-Tamari et ceux du treillis m-Cambrien
en type A linéaire n’ont pas encore été prouvées.
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