Résumé de Thése

Archia Ghiasabadi

Soit X une courbe connexe projective lisse sur un corps algébriquement clos k. Soit g =
g(X) le genre de X. En 1938, Weil a introduit la notion de fibré vectoriel fini. Un fibré
vectoriel E est dit fini s’il existe deux polynémes distincts, f,g € N|z], tels que le fibré

vectoriel f(FE) soit isomorphe a g(E) (voir | ). Pour k = C, il a prouvé qu'un fibré
vectoriel est fini si et seulement s’il provient d’une représentation de 1 (X) qui se factorise
par un groupe fini. Prés de 40 ans plus tard, dans | |, Nori a introduit la notion

de fibré vectoriel essentiellement fini comme un sous-quotient d’un fibré vectoriel fini. La
catégorie des fibrés vectoriels essentiellement finis est une catégorie tannakienne, et le groupe
correspondant est connu sous le nom de groupe fondamental de Nori qui est un schéma en
pro-groupes sur k dont les k points sont isomorphes au groupe fondamental étale, 7$*(X),
lorsque k est de caractéristique 0 (voir | , Corollaire 6.7.20] et aussi, | D).

En considérant un fibré vectoriel comme un GL,,-torseur, nous sommes amenés i nous poser
la question suivante : Peut-on généraliser la notion de fibré vectoriel essentiellement fini &
une notion de G-torseur essentiellement fini, pour G un groupe algébrique affine 7 Nori a
prouvé qu’un fibré vectoriel E est essentiellement fini si et seulement s’il existe un schéma
en groupe fini I', un I'-torseur Fr et une représentation V de I' telle que E =2 Frr xI' V. On
est donc conduit a la définition suivante

Definition 0.1. Un G-torseur sur X est dit essentiellement fini si il admet une réduction
4 un groupe fini.

Vu 4 travers la correspondance entre les fibrés vectoriels et les GL,,-torseurs, cela concorde
avec la définition usuelle de fibré vectoriel essentiellement fini. On démontre le théoréme
suivant :

Theorem 0.2. Soit G un groupe réductif, connexe et soit Fg un G-torseur. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. Le G-torseur Fg est essentiellement fini.

2. 1l existe une représentation fidele p : G — GLy tel que pFg est un fibré vectoriel
essentiellement fini.



3. Pour toute représentation p: G — GLy, p.Fg est un fibré vectoriel essentiellement
fini.
4. Il existe un morphisme surjectif et propre f: Y — X tel que f*Fg est trivial.

Notons également que, puisque la semistabilité peut étre vérifiée sur le fibré adjoint, tout
G-torseur essentiellement fini est semistable. Nous donnons une autre preuve de ce fait,
n’utilisant pas la représentation adjointe.

Considérons M@ 'espace des modules des G-torseurs semistables sur X, pour G' un groupe
réductif connexe. On rappelle que les composantes connexes de Mg sont indexées par le
groupe fondamental algébrique de G, m1(G). Si un G-torseur, Fg; est dans la composante
connexe correspondant & d € m1(G), on dit que Fg est de degré d. Les fibrés vectoriels
essentiellement fini sont de degré zéro. On prouve le théoréme suivant :

Theorem 0.3. Pour tout groupe réductif connexe G, tous les G-torseurs essentiellement
finis sur X ont un degré qui est de torsion.

Encore une fois, cela généralise le cas de G = GL,, puisque dans ce cas 71 (G) = Z, est
sans torsion. Nous montrons également que si X est une courbe elliptique, alors tous les
G-torseurs essentiellement finis sont de degré 0.

Notons Mgf’o les k-points correspondant aux G-torseurs essentiellement finis dans Més 0,
Si G = GL, et n = 1 les G-torseurs essentiellement finis correspondent aux fibrés en
droites essentiellement finis c’est & dire aux fibrés en droites de torsions ( Voir le Lemme
3.1 | |). Ainsi M(e;fiol est dense dans Méstol = Jac’(X) puisque les points de torsion
sont denses dans toute variété abélienne. En caractéristique positive, Ducrohet et Mehta
ont montré que Mgfton C M(S;Sﬁ?l est dense pour tout n, lorsque g > 2 et de méme pour
les fibrés vectoriels de déterminant trivial i.e SL,-torseur. (Ils montrent en fait qu'un plus
petit ensemble d’objets appelés fibrés vectoriels Frobenius périodique, sont denses | D-
Cependant en caractéristique zéro, on en sait beaucoup moins sur la densité des fibrés

. . . . £,0
vectoriels essentiellement finis. Nous pouvons donc nous demander si Métn est dense dans

0 L o . . . oqref,0
MésLn pour n > 1. Plus généralement, nous nous intéressons a la question de savoir si Mg

est dense dans ME? 0 pour G un groupe réductif connexe sur un corps algébriquement clos
k.

Si g =0, c’est-a-dire si X = P!, il est bien connu que Mgs’o(k) est un singleton. Il est donc
clair que tout G-torseur essentiellement fini sur P! est trivial. Nous donnons une preuve
différente de ce résultat en utilisant une interprétation tannakienne de la classification des
G-torseurs sur P! (voir | |) et la définition des torseurs essentiellement finis. Si g = 1,
c’est-a-dire si X est une courbe elliptique, nous prouvons que Mgf’o est dense dans Z\Jgb ’O(k)
pour tous les groupes réductifs connexes. Ceci découle des travaux de Fratila | | et de
Laszlo | |. Au contraire, si g > 2 et que la caractéristique de k est zéro, nous montrons
le théoréme suivant :



Theorem 0.4. Pour tout groupe réductif connexe, semisimple de rang 1, Méf’o C Mé‘w
n’est pas dense.

Le travail principal consiste & prouver le théoréme pour les PGLa-torseurs. Notons égale-
ment que cela montre que Méffg - M(S;SiOQ n’est pas dense. En caractéristique 0, Weissman

[ | a obtenu indépendamment ce résultat de non-densité pour Méfton avec n > 1.

Par le théoréme de Narasimhan et Seshadri, les points de Mésﬁi (C) sont aussi les classes
d’isomorphisme de représentations m1(X) — U, (C), c’est-a-dire qu'’il existe un homeo-
morphisme analytique entre M(Sfii (C) et la variété de caractéres

Hom (7 (X),Uy,(C))/ ~.

En particulier, les fibrés vectoriels finis correspondent & des représentations unitaires du
m1(X) qui se factorisent par des groupes finis. Comme la topologie de Zariski est plus
grossiére que la topologie analytique, nous voyons comme corollaire de la non-densité des
fibrés vectoriels finis que I'ensemble des représentations unitaires de rang n du 71(X) qui
se factorisent par des groupes finis n’est pas dense a l'intérieur de Hom(m (X), U, (C))/ ~.

La thése a donné lieu a larticle suivant : | | qui a été accepté pour publication dans
le Bulletin des Sciences Mathématiques.
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