Microlocalisation des D-modules coadmissibles sur une
courbe formelle

Nous considérons un anneau complet de valuation discréte V de caractéristique mixte
(0,p) et de corps résiduel k parfait. Soit w une uniformisante de V et K = Frac(V). Nous
nous donnons une courbe lisse connexe quasi-compacte X sur x et un V-schéma formel
lisse X localement de type fini relevant X. Soit U un ouvert affine de X admettant une
coordonnée étale. Notons 0 la dérivation associée.
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Le premier objet important de ce travail est le faisceau @x k, des opérateurs différentiels
pour un niveau de congruence k € N défini dans [5]. Nous dlSpObOnS de la description locale
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Dgek {%an 0)", an € Oxq(U) tels que ay — 0}
n

C’est une K-algébre de Banach munie d’une norme multiplicative. Rajouter un niveau de

congruence k au faisceau cristallin usuel D( ) est intéressant pour plusieurs raisons données

par exemple dans l'article [6] de Christine Huyghe Tobias Schmidt et Matthias Strauch.
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Dans un premier temps, nous adaptons 'article [2] de Laurent Garnier au cas des ®3€ Q"
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modules cohérents. La variété caractéristique Car M d’un Dy kQ—module cohérent M est
une sous-variété fermée du fibré cotangent 7*X de la fibre spéciale X de X. Cette variété
caractéristique vérifie I'inégalité de Bernstein : M # 0 si et seulement si dim(Car M) > 1.
Le module M est dit holonome si dim(CarM) < 1. Nous démontrons les résultats suivants
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caractérisant les @X % Q—modules holonomes.
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Proposition 1. Soit M un Dy Q—module cohérent. Les énoncés suivants sont équivalents.
1. Le module M est holonome.

Il existe un idéal non nul J de Dgg}c o tel que M =~ Dgg;c@/ﬂ.

Le module M est de longueur finie.

Le module M est de torsion.

Il existe un ouvert non vide U de X tel que My soit un module a connexion intégrable.

S o e

Pour tout entier d # 1, 8l'tA(0> (M, @gg%f Q) =0.
x,k

1



Nous introduisons ensuite le faisceau limite projective Dx oo = @k @geo)k@' Les mor-
phismes de transitions sont simplement les morphismes induits localement par les inclusions
d’algebres D&?}HI,Q(U) — Dg?,)k,(@(U)- Localement, Dy oo (U) est la K-algébre de Fréchet-

Stein donnée par
Dx0o(U) = {Z:Oan 20" ap € Ox0(U) tq Vn >0, nlgngoan-n" = O}

Nous nous intéressons maintenant aux Dx ~.-modules coadmissibles. Un Dy -module co-
admissible M est un Dy -module isomorphe a une limite projective mk M, de Dg{o)k o
modules cohérents M, tels que les morphismes de transition Mgy1; — My induisent des
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isomorphismes D -linéaires
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'Dx £,Q R~ (0) . Mk-i—l ~ M,
+1,

L’objectif principal de cette thése consiste & introduire variété caractéristique pour les
Dx,0o-modules coadmissibles M = 'mk M. Cependant, nous ne pouvons pas le faire direc-
tement & partir des variétés caractéristiques Car(My). En effet, les morphismes de transition
My 11 — My n’induisent pas de morphismes intéressants aprés réduction modulo w entre
les différentes variétés caractéristiques Car(My). Par ailleurs, nous souhaitons que le mo-
dule coadmissible Dx /P, ot P € Dy o (U), soit holonome si et seulement si P est un
opérateur fini. En effet, si P n’est pas un opérateur fini, alors @gg ),C’Q /P est un module de
longueur finie augmentant avec k et est localement un Ox g-module libre de dimension de
plus en plus grande. Nous ne pouvons espérer avoir de bonnes propriétés de finitudes pour

le module Dy /P = Hm, @gg)kQ/P.

Afin de définir une variété caractéristique pour les Dy -modules coadmissibles, nous
construisons un microlocalisé Fy, du faisceau Dy o, vérifiant la condition d’inversibilité
suivante. Un opérateur différentiel P de Dx o (U) est inversible dans le microlocalisé Foo (U)
si et seulement si

1. P=Y¢_,a,-0" est un opérateur fini d’ordre d de Dx o (U),
2. le coefficient dominant ag de P est inversible dans Ox g(U).

Cette condition implique que le module coadmissible Dy /P est holonome si et seule-
ment P est un opérateur différentiel fini. La construction du faisceau d’algébres Fo, fait
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intervenir des microlocalisés Jy ;. des faisceaux Dy @ bour tous les entiers £ > r > 1. La

K-algébre @gg)k Q(U ) est non commutative et ne vérifie pas les conditions de Ore. Nous uti-
lisons une autre localisation non commutative décrite dans 'annexe par Peter Schneider de
'article [7] de Gergely Zabradi. Nous définissons Fy, . (U) comme un tel localisé de 1'algébre



@gg L Q(U) en inversant la dérivation J. Sur 'ouvert U, nous avons

Ter(U) = Z an - (WFO)™ + Z ap - (WO, a, — 0

n—+oo
0<n<co —oo<n<0

Les microlocalisés Fj, , admettent des morphismes de transition Fy4q1, — i, commutant

avec les morphismes de transition @gg )k +1.0 55? )k@. En passant a la limite projective sur
kE > r et pour r fixé, nous obtenons un microlocalisé F,, du faisceau Dy , dans lequel la
dérivation est localement inversible. Nous démontrons que Fo ,(U) est une K-algébre de
Fréchet-Stein pour tout entier naturel » € N*. De plus, il existe des morphismes naturels
injectifs de K-algébres Foo r11(U) — Foor(U). L'algébre Foo (U) est simplement la limite
inductive des algébres Fo . (U) pour r > 1.

Nous introduisons ensuite, a 'aide des microlocalisés F ., une variété caractéristique
des Dx -modules coadmissibles. Pour cela, nous définissons a partir des microlocalisés
Fooyr des faisceaux F5 . sur le fibré cotangeant 7°X de X. Nous associons a tout module
coadmissible M = 1&1]{ M, des FZ, ,-modules coadmissibles M7 sur T*X. Soit Supp M. le
support du module M en tant que faisceaux sur 7*X. Alors

Car(M) := ﬂ SuppM; C T*X
reN*

Nous nous restreignons au cas d’'une courbe formelle X afin de démontrer 'inégalité de
Bernstein pour les Dy -modules coadmissibles : un Dx .-module coadmissible M est non
nul si et seulement si dim(Car(M)) > 1. La preuve ne fonctionne qu’en dimension un.
Cependant, la construction des microlocalisés s’adapte & la dimension supérieure. Le seul
point plus délicat consistera & déterminer les éléments inversibles du microlocalisé.

Un Dx oo-module coadmissible est appelé module & connexion intégrable si M est aussi
un Ox g-module libre de rang fini. Nous identifions X avec la section nulle de son fibré
cotangeant T*X. Les Dx o-modules holonomes vérifient les propriétés suivantes.

Proposition 2. Soit M un Dx o-module coadmissible.

1. Le module M est une connexion intégrable si et seulement si Car(M) C X.

2. Le module M est holonome si et seulement st il existe un ouvert non vide U de X tel
que Mgy soit un module & connexion intégrable.

3. Si M est holonome, alors M faiblement holonome au sens de [1] et son dual est
holonome.

Ce travail fait I’objet de deux prépublications, [4] et [3], dans I’attente de les faire publier.
Nous conjecturons que tout Dx ~.-module holonome est de longueur finie. L’étape suivante
consiste & généraliser ces constructions aux éclatements admissibles du schéma formel de



base X afin de passer a ’espace de Zariski-Riemann. Cela permettrait de définir une variété
caractéristique des D-modules coadmissibles sur la courbe analytique rigide X

En dimension supérieure, nous pouvons encore définir une variété caractéristique des
Dx,oo-modules coadmissibles de maniére analogue. La construction des microlocalisés fonc-
tionne toujours. Cependant, le point délicat & vérifier est 'inégalité de Bernstein, aussi bien
pour un niveau de congruence k fixé que pour Dx . Dans le cas d'une courbe, les preuves
reposent principalement sur le fait que les germes Ox , du faisceau structural soient des
anneaux de valuations discrétes. La généralisation en dimension supérieure nécessite de
généraliser I'inégalité de Bernstein. Un résultat classique dans le monde complexe est que
I’holonomie se teste sur les courbes lisses. Autrement dit, un D-module M est holonome si
et seulement si pour toute courbe lisse C' et tout morphisme f : C' — X, f'M est holonome.
Il est raisonnable de penser que ’holonomie dans le cadre arithmétique devrait se tester sur
les courbes, comme dans le cas classique. Ainsi, comprendre cette notion dans le cas des
courbes est un excellent départ pour définir I’holonomie en dimension supérieure.
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