Résumé

On appelle valeur polylogarithme multiple ou valeur L-multiple (abrégé en
MLV) tout nombre complexe défini par la série

P
L(kl,.“,kr,«)(zla""z’l‘) = ﬁ, (1)
Z mi . omk
0<my <---<my
ou r,k1,...,k- sont des entiers naturels non nuls et z1,..., 2z, appartiennent a

un le groupe des racines N*™* de I'unité dans C avec N un entier naturel non
nul. La série (1) converge si et seulement si (kr, z-) # (1, 1). Parmi les relations
satisfaites par les MLV, notre propos ici se porte sur les relations de double
mélange et régularisation. En effet, on sait que les MLV peuvent s’exprimer en
termes d’intégrales itérées
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ot Qo = £ et Q. = —F— pour z € un.

Le produit de MLV peut s’écrire comme combinaison Q-linéaire d’autres
MLV. On obtient deux systémes de relations associés a la somme itérée (1) et a
Pintégrale itérée (2) respectivement. En combinant ces deux systémes on obtient
des relations de double mélange et en adjoignant des relations de régularisation
qui consistent & annuler formellement certaines divergences, on forme le systéeme
de relations dit « double mélange et régularisation ».

Contenu du chapitre 1 : Le torseur de double mélange

Le travail de Racinet a contribué significativement a la compréhension des
relations de double mélange et régularisation. Il généralise le groupe pun a un
groupe cyclique fini G et identifie les 1-formes différentielles de (2) & des variables
non commutatives zg et 4 (g9 € G)) d’une algebre libre de séries formelles k((X))
sur une Q-algébre commutative k. Par la suite, il associe & chaque couple (G, )
ott G est un groupe cyclique fini et ¢ : G — C* un morphisme de groupes injectif,
un Q-schéma DMR* qui, & chaque Q-algebre commutative k, associe un ensemble
DMR*(k) pouvant étre vu comme réunion disjointe d’ensembles DMR} (k) pour
A € k. Le systéme des relations de double mélange et régularisation sur les MLV
est alors encodé dans le fait qu’une série génératrice convenable de ces valeurs
appartient a I’ensemble DMR&;‘;"((C) Ol tean : G = uny — C* est linclusion
canonique.

De plus, Racinet démontre que pour tout couple (G, ¢), 'ensemble DMR§ (k),
muni du « produit de Magnus tordu » ®, est un groupe indépendant du choix
du morphisme injectif ¢ : G — C*, on le note DMRS (k). Muni du produit
®, Pensemble G(k((X))) des éléments diagonaux de k((X)) — pour le copro-
duit rendant zo et z, (g € G) primitifs — est un groupe contenant DMRY (k)
comme sous-groupe. Le groupe k> agit sur (G(k{(X))),®). On considére alors
le produit semi-direct k* x G(k{((X))) dont la loi de groupe est également no-
tée ®. L’action de k* se restreint au sous-groupe DMRY (k), ce qui permet
de construire le sous-groupe produit semi-direct k* x DMR§ (k). Pour tout
X € k, I'ensemble DMR (k) est un torseur sous I'action de (DMR§ (k), ®). Par
conséquent, nous avons une structure de torseur sur I’ensemble DMRY, (k) :=

|_| DMRY} (k) sous 'action de k* x DMR§ (k). Ces résultats motivent I'étude
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du groupe (DMR§ (k), ®). Dans ce but, Enriquez et Furusho ont relié ce groupe
au stabilisateur Stab(A,)(k) du coproduit A, de k((X))/k((X))zo pour une
action de (G(k{{X))), ®).

Par ailleurs, le travail de Racinet introduit aussi une sous-algebre k{(Y")) de
k((X)) engendrée par les mots se terminant en x4 avec g € G. En tant que
k-module, k((Y)) s’identifie avec k({X))/k({X))zo et est munie d’un coproduit
k((Y)) — k<<Y>>®2 compatible avec A,. Pour cette raison, le coproduit précé-
dent posseéde aussi la méme notation dans le papier de Racinet. Toutefois, dans
cette theése, nous adoptons des notations distinctes en notant Ailg et Af]‘)d les
coproduits sur k{{Y)) et k({X))/k((X))zo respectivement.

On peut alors résumer la situation a l’aide du diagramme de morphismes
d’algébres-modules suivant :

(((X)), k(X)) —2 (X)), k(X)) /k((X))o)
]\(mclld) (3)

(k((Y)), k(X)) /k((X))0)

Le terme du dessous est muni d’un couple de coproduits compatibles (Ailg, A’*m’d).
Le groupe (G(k({(X))), ®) agit par automorphismes d’algébres-modules sur les
termes horizontaux, la fleche associée étant équivariante. Toutefois, le groupe ne
possede pas d’action sur 'objet du dessous en général mais uniquement sur sa
partie module.

Lorsque G = {1}, Enriquez et Furusho ont démontré que la sous-algebre
k((Y)) de k((X)) est stable sous l'action de (G(k((X))),®) sur k({(X)). On
peut alors construire le groupe stabilisateur Stab(Ailg)( ) de A2 par rapport
a laction de (G(k((X))),®) sur Morf2ap, (k((Y)), k{(Y’ )®2). On a, par la suite,
Iinclusion Stab(AT°4)(k) C Stab(A'#8)(k).

Probléme I. Généraliser cette inclusion de stabilisateurs a G # {1}.

Contenu du chapitre 2 : Formalisme de Rham

Si G # {1}, laction du groupe (G(k{(X))),®) sur k({(X)) par automor-
phismes de k-algebre ne se restreint pas a une action sur la sous-algebre to-
pologique k{(Y)). Cette situation ne permet pas une généralisation directe du
résultat d’Enriquez et Furusho. Ainsi, résoudre le probléeme I revient & résoudre :

Probléme II. Trouver une algébre convenable contenant k({Y)) et une action
de groupe de (G(k((X))),®) sur cette algébre qui se restreint d une sous-algébre
isomorphe a k({Y)) ayant une action libre de rang 1 sur k{({X))/k((X))xo

La généralisation voulue est obtenue par 1'algébre produit croisé k{({X)) x G,
celle-ci contient k((X)). On développe alors un formalisme paralléle & celui de
Racinet a partir de cette algébre. Ceci constitue le c6té « de Rham » de la
théorie des doubles mélanges. Au sein de ce formalisme, ’algébre produit croisé
est identifiée a la k-algebre topologique VGR définie par une présentation avec
générateurs et relations. On construit ensuite une sous- algebre WGR de V
isomorphe & I'algébre k{{Y)) ainsi qu’un module quotient ./\/IGR du VB module
régulier & gauche isomorphe au module k((X))/k((X))zo. L’algébre WG
KEV,DR

munie d’un coproduit d’algebre de Hopf et le module M2R est muni

d’un coproduit de coalgebre ng‘DR compatible avec KEV’DR. Le groupe k* x



G(k({(X))) agit compatiblement sur I’algébre 9GDR et sur son module régulier a
gauche. Contrairement a la situation avec k{{(Y)) Cc k((X )) Paction sur l'algébre
VG se restreint a la sous-algebre WG et 1’act10n sur le VG -module régulier a

gauche induit une action sur le module quotient MG . On résume ceci a l'aide
du diagramme de morphismes d’algébres-modules suivant :

~. ~ id,—-/\ ~ incl,id “~,
(PR, pRRy Ldion)y (PR DRy D L pDR UDR) (4

Dans cette situation, nous sommes en mesure de définir deux stabilisateurs
Stab(AgA‘DR)(k) et Stab(AY ") (k) qui sont des sous-groupes de k* xG(k((X))).
Puis on montre que :

Théoréme 1. On a Stab(KgA’DR)(k) C Stab(gév’DR)(k) (inclusion de sous-
groupes de k™ x G(k({X)))).

On relie ensuite un des stabilisateurs ci-dessus au formalisme de Racinet :

Théoréme II. On a Stab(ﬁg’DR)(k) = k* x Stab(A™°Y) (k) (égalité de sous-
groupes de k* x G(k({X)))).

Puis, au moyen d’isomorphismes adéquats, on a un stabilisateur Stab(Ailg)(k)
que 'on exprime purement dans le formalisme de Racinet et on obtient :

Théoréme III. On a Stab(zéV’DR)(k) = k* x Stab(A¥®)(k) (égalité de sous-
groupes de k™ x G(k({X)))).

Contenu du chapitre 3 : Formalisme Betti

Pour G = {1}, Enriquez et Furusho ont introduit un sous-schéma DMRP®-B

de DMR* et 'ont identifié a un torseur d’isomorphismes reliant des objets « de
Rham » a des objets « Betti ».

Probléme III. En considérant le sous-schéma DMRY, de DMR® généralisant
DMRPRE pour G cyclique fini, montrer un analogue de ce résultat.

Soit N l'ordre de G. Dans ce chapitre, on introduit ’algebre filtrée V&, dé-
finie comme ’algebre de groupe kF> munie de la filtration induite par 1’idéal
ker(kF> — kun); ot kFa — kun est le morphlsme d’algebres induit par le
morphisme de groupes F> — pn donné par Xo +— e T oet X1 — 1. Sa complé-
tion, notée VN, est la limite inverse du systeme induit par la filtration. C’est une
algebre topologique isomorphe a VG Ensuite, on a une algebre filtrée W5 qui
est linéairement engendrée par I'unité et I’idéal a gauche engendre par X1 —1let
dont la filtration est induite par celle de VE. Sa complétion WN est isomorphe
a la k-algebre topologique WGR. Enfin, on a le module filtré MY défini par la
donnée du module quotient kF»/kF>(Xo — 1) et de la filtration induite par celle
de VE. Sa complétion /T/l\]% est isomorphe au k-module topologique A//?(%R. On
montre alors le résultat suivant :

Théoréme IV. Il erxiste un morphisme de k-algébres topologiques 8}/\,\”3
we — (WEY®? et un morphisme de k-modules topologiques Af\VA’B : /T/l\% —
(./T/i\]%)®2 qui munissent respectivement WY et ./T/l\l% d’une structure d’algébre de
Hopf et de coalgébre compatibles.

Ce qui permet d’aboutir au théoreme suivant :

Théoréme V. DMRY est contenu dans le torseur d’isomorphismes reliant
AWP (resp. ANYR) ¢ AYPR (resp. ANUPR).
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