
Résumé
On appelle valeur polylogarithme multiple ou valeur L-multiple (abrégé en

MLV) tout nombre complexe défini par la série

L(k1,...,kr)(z1, . . . , zr) :=
∑

0<m1<···<mr

zm1
1 · · · zmr

r

mk1
1 · · · mkr

r

, (1)

où r, k1, . . . , kr sont des entiers naturels non nuls et z1, . . . , zr appartiennent à
µN le groupe des racines N th de l’unité dans C avec N un entier naturel non
nul. La série (1) converge si et seulement si (kr, zr) ̸= (1, 1). Parmi les relations
satisfaites par les MLV, notre propos ici se porte sur les relations de double
mélange et régularisation. En effet, on sait que les MLV peuvent s’exprimer en
termes d’intégrales itérées

L(k1,...,kr)(z1, . . . , zr) =
∫ 1

0
Ωkr−1

0 Ωzr Ωkr−1−1
0 Ωzr−1zr · · · Ωk1−1

0 Ωz1···zr (2)

où Ω0 = ds
s

et Ωz = ds
z−1−s

pour z ∈ µN .
Le produit de MLV peut s’écrire comme combinaison Q-linéaire d’autres

MLV. On obtient deux systèmes de relations associés à la somme itérée (1) et à
l’intégrale itérée (2) respectivement. En combinant ces deux systèmes on obtient
des relations de double mélange et en adjoignant des relations de régularisation
qui consistent à annuler formellement certaines divergences, on forme le système
de relations dit « double mélange et régularisation ».

Contenu du chapitre 1 : Le torseur de double mélange
Le travail de Racinet a contribué significativement à la compréhension des

relations de double mélange et régularisation. Il généralise le groupe µN à un
groupe cyclique fini G et identifie les 1-formes différentielles de (2) à des variables
non commutatives x0 et xg (g ∈ G) d’une algèbre libre de séries formelles k⟨⟨X⟩⟩
sur une Q-algèbre commutative k. Par la suite, il associe à chaque couple (G, ι)
où G est un groupe cyclique fini et ι : G → C× un morphisme de groupes injectif,
un Q-schéma DMRι qui, à chaque Q-algèbre commutative k, associe un ensemble
DMRι(k) pouvant être vu comme réunion disjointe d’ensembles DMRι

λ(k) pour
λ ∈ k. Le système des relations de double mélange et régularisation sur les MLV
est alors encodé dans le fait qu’une série génératrice convenable de ces valeurs
appartient à l’ensemble DMRιcan

i2π (C) où ιcan : G = µN ↪→ C⋆ est l’inclusion
canonique.

De plus, Racinet démontre que pour tout couple (G, ι), l’ensemble DMRι
0(k),

muni du « produit de Magnus tordu » ⊛, est un groupe indépendant du choix
du morphisme injectif ι : G → C×, on le note DMRG

0 (k). Muni du produit
⊛, l’ensemble G(k⟨⟨X⟩⟩) des éléments diagonaux de k⟨⟨X⟩⟩ – pour le copro-
duit rendant x0 et xg (g ∈ G) primitifs – est un groupe contenant DMRG

0 (k)
comme sous-groupe. Le groupe k× agit sur (G(k⟨⟨X⟩⟩),⊛). On considère alors
le produit semi-direct k× ⋉ G(k⟨⟨X⟩⟩) dont la loi de groupe est également no-
tée ⊛. L’action de k× se restreint au sous-groupe DMRG

0 (k), ce qui permet
de construire le sous-groupe produit semi-direct k× ⋉ DMRG

0 (k). Pour tout
λ ∈ k, l’ensemble DMRι

λ(k) est un torseur sous l’action de (DMRG
0 (k),⊛). Par

conséquent, nous avons une structure de torseur sur l’ensemble DMRι
×(k) :=⊔

λ∈k×

DMRι
λ(k) sous l’action de k× ⋉ DMRG

0 (k). Ces résultats motivent l’étude
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du groupe (DMRG
0 (k),⊛). Dans ce but, Enriquez et Furusho ont relié ce groupe

au stabilisateur Stab(∆̂⋆)(k) du coproduit ∆̂⋆ de k⟨⟨X⟩⟩/k⟨⟨X⟩⟩x0 pour une
action de (G(k⟨⟨X⟩⟩),⊛).

Par ailleurs, le travail de Racinet introduit aussi une sous-algèbre k⟨⟨Y ⟩⟩ de
k⟨⟨X⟩⟩ engendrée par les mots se terminant en xg avec g ∈ G. En tant que
k-module, k⟨⟨Y ⟩⟩ s’identifie avec k⟨⟨X⟩⟩/k⟨⟨X⟩⟩x0 et est munie d’un coproduit
k⟨⟨Y ⟩⟩ → k⟨⟨Y ⟩⟩⊗̂2 compatible avec ∆̂⋆. Pour cette raison, le coproduit précé-
dent possède aussi la même notation dans le papier de Racinet. Toutefois, dans
cette thèse, nous adoptons des notations distinctes en notant ∆̂alg

⋆ et ∆̂mod
⋆ les

coproduits sur k⟨⟨Y ⟩⟩ et k⟨⟨X⟩⟩/k⟨⟨X⟩⟩x0 respectivement.
On peut alors résumer la situation à l’aide du diagramme de morphismes

d’algèbres-modules suivant :

(k⟨⟨X⟩⟩, k⟨⟨X⟩⟩) (k⟨⟨X⟩⟩, k⟨⟨X⟩⟩/k⟨⟨X⟩⟩x0)

(k⟨⟨Y ⟩⟩, k⟨⟨X⟩⟩/k⟨⟨X⟩⟩x0)

(id,πY )

(incl,id) (3)

Le terme du dessous est muni d’un couple de coproduits compatibles (∆̂alg
⋆ , ∆̂mod

⋆ ).
Le groupe (G(k⟨⟨X⟩⟩),⊛) agit par automorphismes d’algèbres-modules sur les
termes horizontaux, la flèche associée étant équivariante. Toutefois, le groupe ne
possède pas d’action sur l’objet du dessous en général mais uniquement sur sa
partie module.

Lorsque G = {1}, Enriquez et Furusho ont démontré que la sous-algèbre
k⟨⟨Y ⟩⟩ de k⟨⟨X⟩⟩ est stable sous l’action de (G(k⟨⟨X⟩⟩),⊛) sur k⟨⟨X⟩⟩. On
peut alors construire le groupe stabilisateur Stab(∆̂alg

⋆ )(k) de ∆̂alg
⋆ par rapport

à l’action de (G(k⟨⟨X⟩⟩),⊛) sur Morcont
k-alg(k⟨⟨Y ⟩⟩, k⟨⟨Y ⟩⟩⊗̂2). On a, par la suite,

l’inclusion Stab(∆̂mod
⋆ )(k) ⊂ Stab(∆̂alg

⋆ )(k).
Problème I. Généraliser cette inclusion de stabilisateurs à G ̸= {1}.

Contenu du chapitre 2 : Formalisme de Rham
Si G ̸= {1}, l’action du groupe (G(k⟨⟨X⟩⟩),⊛) sur k⟨⟨X⟩⟩ par automor-

phismes de k-algèbre ne se restreint pas à une action sur la sous-algèbre to-
pologique k⟨⟨Y ⟩⟩. Cette situation ne permet pas une généralisation directe du
résultat d’Enriquez et Furusho. Ainsi, résoudre le problème I revient à résoudre :
Problème II. Trouver une algèbre convenable contenant k⟨⟨Y ⟩⟩ et une action
de groupe de (G(k⟨⟨X⟩⟩),⊛) sur cette algèbre qui se restreint à une sous-algèbre
isomorphe à k⟨⟨Y ⟩⟩ ayant une action libre de rang 1 sur k⟨⟨X⟩⟩/k⟨⟨X⟩⟩x0.

La généralisation voulue est obtenue par l’algèbre produit croisé k⟨⟨X⟩⟩⋊G,
celle-ci contient k⟨⟨X⟩⟩. On développe alors un formalisme parallèle à celui de
Racinet à partir de cette algèbre. Ceci constitue le côté « de Rham » de la
théorie des doubles mélanges. Au sein de ce formalisme, l’algèbre produit croisé
est identifiée à la k-algèbre topologique V̂DR

G définie par une présentation avec
générateurs et relations. On construit ensuite une sous-algèbre ŴDR

G de V̂DR
G

isomorphe à l’algèbre k⟨⟨Y ⟩⟩ ainsi qu’un module quotient M̂DR
G du V̂DR

G -module
régulier à gauche isomorphe au module k⟨⟨X⟩⟩/k⟨⟨X⟩⟩x0. L’algèbre ŴDR

G est
munie d’un coproduit d’algèbre de Hopf ∆̂W,DR

G et le module M̂DR
G est muni

d’un coproduit de coalgèbre ∆̂M,DR
G compatible avec ∆̂W,DR

G . Le groupe k× ⋉
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G(k⟨⟨X⟩⟩) agit compatiblement sur l’algèbre V̂DR
G et sur son module régulier à

gauche. Contrairement à la situation avec k⟨⟨Y ⟩⟩ ⊂ k⟨⟨X⟩⟩, l’action sur l’algèbre
V̂DR

G se restreint à la sous-algèbre ŴDR
G , et l’action sur le V̂DR

G -module régulier à
gauche induit une action sur le module quotient M̂DR

G . On résume ceci à l’aide
du diagramme de morphismes d’algèbres-modules suivant :

(V̂DR
G , V̂DR

G ) (V̂DR
G , M̂DR

G ) (ŴDR
G , M̂DR

G )(id,−̂·1DR) (incl,id) (4)

Dans cette situation, nous sommes en mesure de définir deux stabilisateurs
Stab(∆̂M,DR

G )(k) et Stab(∆̂W,DR
G )(k) qui sont des sous-groupes de k×⋉G(k⟨⟨X⟩⟩).

Puis on montre que :

Théorème I. On a Stab(∆̂M,DR
G )(k) ⊂ Stab(∆̂W,DR

G )(k) (inclusion de sous-
groupes de k× ⋉ G(k⟨⟨X⟩⟩)).
On relie ensuite un des stabilisateurs ci-dessus au formalisme de Racinet :
Théorème II. On a Stab(∆̂M,DR

G )(k) = k× ⋉ Stab(∆̂mod
⋆ )(k) (égalité de sous-

groupes de k× ⋉ G(k⟨⟨X⟩⟩)).

Puis, au moyen d’isomorphismes adéquats, on a un stabilisateur Stab(∆̂alg
∗ )(k)

que l’on exprime purement dans le formalisme de Racinet et on obtient :

Théorème III. On a Stab(∆̂W,DR
G )(k) = k× ⋉ Stab(∆̂alg

∗ )(k) (égalité de sous-
groupes de k× ⋉ G(k⟨⟨X⟩⟩)).

Contenu du chapitre 3 : Formalisme Betti
Pour G = {1}, Enriquez et Furusho ont introduit un sous-schéma DMRDR,B

de DMRι et l’ont identifié à un torseur d’isomorphismes reliant des objets « de
Rham » à des objets « Betti ».
Problème III. En considérant le sous-schéma DMRι

× de DMRι généralisant
DMRDR,B pour G cyclique fini, montrer un analogue de ce résultat.

Soit N l’ordre de G. Dans ce chapitre, on introduit l’algèbre filtrée VB
N , dé-

finie comme l’algèbre de groupe kF2 munie de la filtration induite par l’idéal
ker(kF2 → kµN ) ; où kF2 → kµN est le morphisme d’algèbres induit par le
morphisme de groupes F2 → µN donné par X0 7→ e

i2π
N et X1 7→ 1. Sa complé-

tion, notée V̂B
N , est la limite inverse du système induit par la filtration. C’est une

algèbre topologique isomorphe à V̂DR
G . Ensuite, on a une algèbre filtrée WB

N qui
est linéairement engendrée par l’unité et l’idéal à gauche engendré par X1 − 1 et
dont la filtration est induite par celle de VB

N . Sa complétion ŴB
N est isomorphe

à la k-algèbre topologique ŴDR
G . Enfin, on a le module filtré MB

N défini par la
donnée du module quotient kF2/kF2(X0 − 1) et de la filtration induite par celle
de VB

N . Sa complétion M̂B
N est isomorphe au k-module topologique M̂DR

G . On
montre alors le résultat suivant :
Théorème IV. Il existe un morphisme de k-algèbres topologiques ∆̂W,B

N :
ŴB

N → (ŴB
N )⊗̂2 et un morphisme de k-modules topologiques ∆̂M,B

N : M̂B
N →

(M̂B
N )⊗̂2 qui munissent respectivement ŴB

N et M̂B
N d’une structure d’algèbre de

Hopf et de coalgèbre compatibles.
Ce qui permet d’aboutir au théorème suivant :
Théorème V. DMRι

× est contenu dans le torseur d’isomorphismes reliant
∆̂W,B

N (resp. ∆̂M,B
N ) à ∆̂W,DR

G (resp. ∆̂M,DR
G ).
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